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ТЬ1К 1К а (31§1[а1 сору оГ а Ьоок [Ьа[ вдак ргсксгуо(3 Гог §спсга[10пк оп ИЬгагу кЬс1уск ЬсГогс 1[ вдак сагсГиИу ксаппо(3 Ьу Соо§1с ак рал оГ а рго]сс[ 

10 таке Ше адогШ'в Ьоокв и15С0УегаЫс опПпс. 

11 Ьав вигу1уеи \ощ епои^ Гог Ше соругх^Ы ю схршс атЗ (Ьс Ьоок (о сШсг (Ьс риЬИс иота1п. А риЬИс иота1п Ьоок 1в опе (Ьа! адав пеуег 5иЬ]сс[ 
(о соруг1§111 ОГ щЬове 1е§а1 соругх^Ы 1епп Ьав ехршЫ. \\'Ьс1Ьсг а Ьоок 15 111 (Ьс риЬПс йотат тау уагу соип(гу Ю соип(гу. РиЬИс (Зотахп Ьоокк 
аге оиг §а1е'А'аув Ю (Ье рав1, гергевепНп^ а адеаКЬ оГ Ьхвйгу, сиИиге апи кпо'А'1еи§е (ЬаГв оЛеп и1Й1сии Ю и15соусг. 

Магкв, поиНопв апи оШег та1§1паИа ргевеШ 1п (Ье 0Г1§1па1 Уо1ите 'А'111 арреаг т (1115 Й1е - а гетхпиег оГ 1Ь15 Ьоок'к 1оп§ |оигпсу Ггот [Ьс 
риЬПкЬсг 1о а ПЬгагу атЗ ГтаИу 1о уои. 

Соо§1с 15 ртоиб 1о рагШсг \У11Ь ПЬгапев Ю (И^Шге риЬИс иота1п та1ег1а1в апи таке Лет 'А'1ие1у ассе551Ые. РиЬИс йотат Ьоокк Ье1оп§ ю [Ьс 
риЬИс апб \ус агс тсгс1у [Ьс1г сикюйхапв. Кеуег(]1е1е55, О115 адогк 1в ехрепв1Уе, во 1п ог»Зег (о кеер ргоУ1Шп§ 1Ыв гевоигсе, 'Л'е Ьауе (акеп в1срв [о 
ргс\'сп[ аЬикс Ьу соттсгс1а1 раг[1ск, 1пс1и(31п§ р1ас1п§ (ссЬпхса! гск[г1с[ю11к он аи[ота[С(3 ^ис^у^11§. 
\\'с а1во авк [Ьа[ уои: 

+ Маке поп-соттегс1а1 изе о/1ке_(Ие5 \\'с (Зск1§пс(^ Соо§1с Воок ЗсагсЬ Гог икс Ьу 1П(31У1(Зиа1в, атЗ \ус гс^исв[ 1Ьа[ уои иве [Ьсвс Шсв Гог 
регвопа!, поп-соттегс1а1 ршровев. 

+ Ке/гтпрХ)т ашотшей ^иегут§ IX) по1 вепи аи1ота[С(3 ^исг^св оГ апу вог[ [о Соо§1с'в вув[ст: 1Г уои агс со11(Зис[111§ гсвсагсЬ оп тасЫпс 
[гапв1айоп, орНса! сЬагасйг гесо§п1Йоп ог оШег агеав адЬеге ассевв (о а 1а1§е атои11[ оГ [сх[ 1в Ьс1рГи1, р1савс со11[ас[ ив. \\'с спсоига^с [Ьс 
иве оГ риЬИс иота1п та(ег1а1в Гог Леве ригровев апи тау Ье аЫе Ю 11е1р. 

+ Мтттп аипЬшюпТЪе Ооо§,\е "'А'а1егтагк" уои вее оп еасЬ Й1е 1В еввеп[1а1 Гог1пГогт1П§рсор1саЬои[ [Ыврго]сс[ ат^ Ьс1р1П§ [Ьст Ит^ 
а(Зи1иопа1 та1ег1а1в (Ьгои^Ь Ооо§1е Воок ЗеагсЬ. Р1еаве йо по1 гетоуе 1(- 

+ Кеер и 1е^а1 \\'Ьа[сусг уоиг иве, гететЬег (Ьа! уои аге гевропв1Ые Гог епвиг1п§ [Ьа[ \уЬа[ уои аге ио1п§ 1в 1е§а1. IX) по1 аввите (11а[ ]ив[ 
Ьссаивс \ус ЬсИсус а Ьоок 1в 111 [Ьс риЬПс йотат Гог ивегв 1п (Ье Ш11еи 8(а(ев, (Ьа! (Ье адогк 1в а1во т Ше риЬИс йотайп Гог ивегв 1п о(Ьег 
сои]1[псв. \\'Ьс[Ьсг а Ьоок 1в в[1И т соруг1§Ь( уаг1ев Ггот соип(гу (о соип(гу, ап(3 аде сап'( оГГег §и1(1апсе оп 'А'Ье(Ьег апу врес1Йс иве оГ 
апу врес1Йс Ьоок 1в аИо'Л'еи. Р1еаве йо по( аввите (Ьа( а Ьоок'в арреагапсс 1П Соо§1с Воок ЗсагсЬ тсапв ![ сап Ьс ивоЗ 1П апу таппсг 
апу^Ьеге 1п (Ье адогШ. Соруг1§Ь( 1пГг1п§етеп( ИаЬ1И^ сап Ье ^и^(е веуеге. 

АЬои( Ооо^е Воок ^агсЬ 

Соо§1с'в т1ВВ10п 1В [о ог§ап1^:с [Ьс №Ог1(^'в 1пГогта[10п ат^ [о такс ![ ип1усгва11у асссвв1Ыс ат^ ивсГи1. Соо§1с Воок ЗсагсЬ Ьс1рв п;а(^сгв 
(31ВСОУСГ [Ьс вдогИ'в Ьоокв \уЬ11с Ьс1рт§ аи[Ьогв ап(3 риЬИвЬсгв гсасЬ ПС№ аи(^1спссв. Уои сап всагсЬ [Ьгои§Ь [Ьс Ги11 1сх1 оГ |Ыв Ьоок оп [Ьс №сЬ 
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Настояш1й II томъ моего курса Аналитической Меха- 
ники, какъ по содержан1ю, такъ и по изложен1ю тЬсно 
примыкаетъ къ I тому, выпущенному въ 1900 году. Неже- 
лан1е задерживать дольше выходъ въ св-Ьтъ этой книги 
заставило меня н'&сколько изм-Ьнить ея содержаше. А именно 
пришлось отсюда выделить Теор1ю потеншальной функши 
и Гидродинамику, который над-Ьюсь издать впосл'Ьдств1'и 
отд'кльною книгою. 

Я счелъ нелишнимъ остановиться съ н-Ькоторыми по- 
дробностями на отд'Ьл'Ь о вращен1и тяжелаго твердаго тЬла, 
такъ какъ благодаря трудамъ русскихъ, въ особенности, 
математиковъ отд-Ьлъ этогъ въ настоящее время настолько 
разработанъ, что не представляется никйкихъ затруднешй 
изложить главн'Ьйипе результаты даже въ элементарной 
форм-Ь. 

Прим'Ьры и въ настоящемъ том-Ь играютъ исключи- 
тельно служебную роль и введены лишь для пояснешя 
символовъ. 

Приношу мою глубокую благодарность Сов-Ьту и Пра- 
влен1ю Университета Св. Владим1ра, давшимъ средства на 
издан1е настоящаго тома. Прошу главнаго редактора Уни- 
верситетскихъ Изв'Ьст1Й Владим!ра Степановича Иконни- 
кова принять мою искреннюю признательность за оказан- 
ную мн-Ь любезную помощь. Мой дорогой ученикъ и то- 
варищъ Петръ Васильевичъ Воронецъ много мн-Ь помоп. 
нъ чтен1и и исправлен1И корректуръ, за что снова приношу 
ему мою глубокую благодарность. 
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основы АНУИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ. 



ДЕваивка систекы. 

(Продолмсете). 

Интегри[>ов»и1е уравнен1й динамики. 

333 Предвпрнтельиыя зан'Ьчан!!. Въ предыдущем!. Г)ы.10 изло- 
жено, какъ слЬдустъ писать уравнси1я дв11жен1я .мпт''|)1и.м.ний системы. 
цодчиненноГ! идеал ьнынъ (§ 1Н4) св]|:4инъ, если полой.!' и 1е системы 
отнесено къ координатаиъ декартовымъ (^^ 1^**- уравненгя .1агранжа 
перваго рода), къ произвольной систем* коордннагг, (§ 197), къ коордп- 
катанъ независимнмъ (§ 194, уравнен[я Лагранжа второго рода). Было 
также показано, какими уравнен111ми моясио зан-'^.ппть иазнанныя сово- 
купны», если система консервативна (4} 199, уравнен1н Якоби для 
системы консервятивиой) и, накокепъ, как1я урпвнен1я (§ 201, уравнен1л 
Гамильтона) представляютъ собою выражен1я союзныя (§ 200) вышеупо- 
мянутымъ. Теперь мы перойдемъ къ выводу н-Ькоторых!. георсмъ, относя- 
щихся къ инт1трирован1ю перечисленныхъ нами \равне1[1и движешя. Въ 
особенности обратинъ вниман1е на связь между уравпсн1нии совокупными 
н соотвЪтствеянымъ уравнен1емъ съ частными производными. Въ своеиъ 
излоасеиКи мы будемъ главнымъ образомъ останавливаться на тЬхъ поло- 
жсн1яхъ, который такъ или иначе и.!1люстрируюгь своНства двилсенЕя, п 
пропуетимъ почти все то, что служить собственно для иреодо.1'Ьн1я анали- 
тичегкнгь трудносте1[ пнтсгрангн. 
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Посл^дн1й нножитель Якоби. 

234 Множитель снетеяы совок]^п11Ыхъ ]'равпеи1й. Пусть иы^^нъ 
систему совокупныхъ уравненШ: 

Аг, _ <^г:г _ _ Й.Г, . . 

X, ~ Л'( ^ ~Х" ^ 

гд* Ху, Х2,...Х„ данныя функции перем'Ённыхъ ^:|, ,(■;.... ^-н- 

Интеграломъ сиетеыи (1) нааывается всякая функц1я /отъ л',, Х2....л„, 
дифференщалг которой тождественно обращается въ нуль въ силу урав- 
неН1[1 (1); другими словами, функдая /■ для значеН1й церем*нныхъ, евя- 
занныхъ соотношешями (1), сохраняеть постоянное значен1е. Тпкиыъ 
образонъ, если /' иятеградъ системы (1), то 

'"=ё.'"" + &/-■+ +1г/'- = <' 

вт> силу уравнешй (1). А потому, услов1е иеойходнмое и достаточное для 
а-ого, чтобы функц1я /" служила интеграломъ системы (1), выражается такъ 

зд1>сь символъ А'(/') введенъ для сокращен1я. 

Если/',. /г,.../1 интегралы системы (1), Т; е. если но (2): 

Х(Л1 = 0; К{Г,) = 0; . . . Хй) = 0; (3) 

ТО н любая функц1я отъ ннхъ: п(/|, /г. . . ./1), также будетъ интеграломъ, 
какъ это вытекаеть изъ (3) и равенства: 
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гл. ХХХ1Г Й 234. 



НООЛ'ЪДШЙ МНОХИТКЛЬ ЯКОВИ. 



Данная система (1) ножеть нм'Ёть только (п — 1) незавнсцныхъ 
другъ оть друга интеграловъ: /■, , /г.-..^ -1; всякШ же другоЁ интегралъ 
/ продстявляется функщею оть независиныхъ. 

На самомъ д*л*, прилагая услов1е (2) къ фтнкшямъ /", /■[. /"г-.-.Д-!, 
нх'11емъ: 






А- (/.-,)= А-,-; 



А эти равенства при Хх, А'г,...Х„ отлнчннхъ отъ нуля могутъ 
выиолняться лишь тогда, когда опред'Ьлнтель 






дХн д(Х1, Х2,. . . х„) 



1 8х, 


Эх, • 


8/' 


1 Э*| 


Я* ■ 
8х, 


■^ 



«/■.^, 



аг- 



обращается въ нуль, что и докааываеть вышесказанное. 

Если нинор'ь определителя (4), соотв'Ьтствующ18 элементу -^ , озна- 
чинъ черезъ Л, . то услов{е для обраи[ен1я Е въ нуль ыоено написать такъ: 






(5) 



Равенства (2) н (5) равносильны — оба вырахають сойою условЕе 
необходимое и достаточное для того, чтобы функц1я /" была интегралонъ 
системы (1). Поэтому, сравнивая (2) и (5), эаключавмъ, что додана существо- 
вать такая функщя М, что 



^1 ^г -^я и 



(6) 
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4 П0('Л*дн1Й МНОЖИТЕЛЬ «кови. гл. ХХХГУ § 234. 

Эти функц1я М носить нвзвнн1е множители системы совокуп- 
иыхъ уравнен1Й (1). 

Если умножнмъ на М л1;вую часть уравнен1Я (2), то по (6) п (5> 
получимт. тождественно: 

235. Д|1ффереиц!альное урввнен1е дли шножителя. Нетрудно 
показать, что между минорами .4,, ,4^. . . . ,4„ нмЬеп. м-Ьсто тож,т,егтвенное 
соотно1иен1е: 

прежде всего тамЬтнмъ, что лЬвал часть нашего равенства линейная 
и однородная функцш вторыхъ производныхъ огь функ1цН /'[,/■),.. ./;,_| , 
нрнчеиъ <1ти прон:)воднь1я входять исключшч'льно въ |})0ри1; 

гд-Ь значки гик различны. 

Д.1Я нахожден1я |{оэффиц1ента при нронзводной (9) ооратнмъ вни- 
мание на то обстоятельство, что прои:1Водиая :1та можеть встр15титься лишь 
въ двухъ членахъ суммы (Я): 

дЛ^ Й.4, 

Но каждый изъ миноровъ .41 и Л^ представляется тпкъ: 
Следовательно, и(^комый ко:^ффиц1енгь будеть: 



й7" ' 



дА, 
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1'Л. XXXIV § 235. ПОСЛИДНИ! ИНОЖИТУ^ЛЬ нкови. 5 

Но. съ другое СТ01ЮНЫ, сам» миноры .11 и .41 вы1)лжаются какъ 
лрон^шодныи отъ опред'1'>л11те.111 /1' (4): 

Поэтому рал-матриваемону коэффюцеиту можемъ дать вндъ: 



что 110 основному свойству опрслЬ-штслсн равно нулю. 

Итакъ ко«н}|фцщен'гь лри любой производной тнва (9) в'ь выра>кон111 
{8) равенъ нулш, сл1;д. искомое равенство (Я) доиадано. 

Подставивъ въ (8) изъ (0), нолтчаемь с.11-.дуюи1е« уравнснш, кото- 
1юму долженъ удовлетворять множитель взято11 системы (1): 



(10) 



Зх, ' ()Х.. ' ' 0Х„ ' 1 3,Л-, ' 0X2 "-'^я! 

Оь иомощью системы (I) замт,ннмъ :аъсь отно111ен1я -р^ чорезъ -^-^ • 
тогда вм11Сто (11) нмЬемт. 



Въ уравнен1и (12) ирямыми буквами означена полная ироизводная 
1Ю XI , причеиъ Х2,...х,„ принимаются за функц1и оть х, , опрс.дЬ- 
лнеыыя изъ системы (1), т. е, изь {н — X) независимыхъ ея внгегра.10въ. 
Когда система (1) проинтегрирована, т. е. всЬ (п — 1) ея независимыхъ 
ивтеграловъ найдены, множитель М оиред'Ьлнтся изъ (12) квадратурою. 
Но въ частныхъ случаяхъ для урависн!!! опред'Ьленнаго типа можно би- 
ваетъ найти лножитель М прежде, ч*мъ ннтеграц1я кончена. Такъ, напр.. 
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6 П0СЛ1ДК1Й ИНОИСИТЕНЬ ЯКОБИ. ГЛ. XXXIV § 235, 

если отношен[е -у- представляеть собою функц1ю одного нерем'Ьнкаго л,: 

то урйвнен1е (12) допускаеть с14дующев очевидное р^шгн^е: 

- \ И^.)*^, (14) 

Л/' = € ' 

Въ еще бол*е частноит. случа*, когда сумма 5 (13) обращается въ 
нуль, вм1)сто (14) им^емъ р'Ьгаентв Л/=сол8?., напр. 



Когда изв%ствы два значения Ж, и Л/^ д.11н множитачя, то отно- 
швн1е -т^ будетъ интеграломъ системы (1). На самомъ д-Ьл*, пусть но 
(II) и (13): 

Умножииъ первое равенство на Л/;, второе на М^ и вычтеиъ одно 
из-ь другого: 

откуда по разд-Ьлек1И на М^У 

Справедливо и обратное положенЕе: ироизведен1е изъ какого - либо 
значен1Я М^ множителя М на интегралъ системы (I) само служить ино- 
жителенъ. Убедиться въ этомъ можно непосредственною подстановкою въ 
уравнен1е (И). 
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гл. XXXIV § Й35. П0СЛ*ДВ1Й МНОЖИТЕЛЬ ЯК08И. 7 

Введемъ въ систему (1) вместо Х1, Х2,...х„ новыя перем*нныя 
!/1, Уг,--У'- Тогда по (1) и (2) д.1Я^=1. 2, 3,...м: 

^У} _ .^ I ^^ 1^: 1 1 ^/ ^ __ 

Лх^ й^'1 Эж; (?а:1 ~ дх„ йх1 

Отсюда система (1) въ новыхъ перем*нныхъ будетъ; 

''.^1 _ '^Уг „ _ (1-Уп ,,_. 

-у^ = у — -р^- . (16) 

Если въ иреобразоваяиыхъ уравнеи1яхъ (16) сохранинъ для ко:н(|фи- 
111ентовъ Т] вхъ выражен!я (17) (а не Г)удомъ брать как1я либо количества 
инъ пропорцюнальныя), то, какъ легко показать, выраяен1е ^(/') оста- 
нется инвар1антнымъ и для ново!} системы (16). На самомъ д'Ьл1'., та1П> как). 

Ээ-( ^ дгп дx^ 
то 

откуда по (17): 

^ 
что и доказываеть наше положен1е. 

Между прочииъ изъ (18) вытекаеть, что интегралъ системы (I), бу- 
дучи преобразованъ къ ковыяъ перен1',яны»'ь, служите ннтегралоиъ и 
системы (16). 
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Ц П0СЛ11ДН1и Л1Ы0Ж11ТБ;1Ь ШЮБИ. ГЛ. ХХХ1Г § 235. 

Тепо1»ь та мижемъ доказать следующее восьма важное свойство мно- 
жителя М: осле пячъ известно знач('н'1е .Т/,, множителя М для системы 
(1), то получнмъ множитель для системы (16), нреойразованной къ новымъ 
иерем-Ённыит, вышеупомлнутыиъ способом!., если М„ умножимъ на опре- 

д1;литель 

9{;/1. .'/=7.:.//»)' ■ 

Д'Ьнстви'Г1М[|Н11. ТОК'!. |;а1л. М„ по условш множите.1ь системы (1), то 
по (7) тождественкч: 



гд'Ь Д , /"г, ■--/»-! тмависнмые интегралы системы (1), а также и (16). 
Умножшгг, оба члена продыдун1а1'о тождества на опред'1;литрль: 

ой-. ..■;,.... г.) 



Тогда по теореме, ооъ умножеп1И опред+.лителеп: 

9(/;, /,,.../„-,) _ Н^\,^-2---:^^^^ <'(/; Л.-_-.Д .1) . 

с)(.'-[, х.,...х„) г*|;/,. ;/:....//„1 '>(>/,, ?/;.. ..?/„) 

А потащу колнш'СТВО 

^^1, .'-2 с„) 



Обл&ХЛСГЪ тЬжи свойством'!., что Т(1ЖДРСТВеНН0 

'*(,'У|. .'/2.-- -Ум) 

нричемъ, каь'ь мы вид'}'.ли. опсрагОя. о^шачонная сиыво.10мъ К{^), мож^тъ 
Лнть отнесена кь снстемЬ (16), а тогда ио (7) вытркаетъ, что Л/] множи- 
тель ;^той системы (16). 

23е. 11осл*дн}й множитель Якоби. Допустимъ, что мы нашли 

(»--2) независимых'Ь интегра,1а ^ , /■; /).-г < системы (1); введемъ вхъ 

какт. новый переменны», т. е. пусть новыя перем'Ьииыя ух. ?/;,-..,'/« 
(^удуть связаны еъ прежними Хц х^-.-.х,, такими уравнениями: 

У1 = Л. .'/! = /"2,.--, .'/и -2 = /-'!^ .'А-1 = -^»-1г ?/..=^-.- {Щ 
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ГЛ. ХХХ1Г § 236. ПиСЛЪДН!^ ИНОЖНТЕЛЬ НКОБИ. 

Тогда, заи'Ёчая, что по услов1ю на основан1и (2): 
А'О/,) = К(у,) = - = А'(г/,-1) = о, 
йгденъ но (17) им'Ьть следующую преобразованную систему: 

О Г„1, Г» ' 

гд* Ущ-1 и Гя, какъ легко видйть, ирежн1я внражешя Х,-, и X,^, изъ 
которыхъ только переи'Ьнны;! х^, Х2,...и\. игключены при номощн урзв- 
иеиШ (20). 

,1^11 нолнаго интегрирован 1я системы (21) къ ичевиднынъ ея (« — 2) 
нн'П'гралаиъ: Ух = соик!,. у^ = со»з(.. . . . '/«-з = со>1и(., надо прибавить 
еще интегралъ уравяешя: 

1'„ <(/„_, — г„_, ^г//„ = 0. 

Уравнена это зак.1юча(''п> въ себ4 лишь два нсрем'Ьнныхъ у„..1 и у,; 
интегрирушимН Эйлеровъ множитель ц на-звяниаго уравнен1я долженъ быть 
тлковъ, чтоЛн внражон1е 

)1У„и!/„ -I — 11Г„_, (?.(/„ 
было полным'ь диф1()ерен1ца.1омъ. т. о, чтобы 

Сравнивая нолученное условй' сь общнмт. типомъ (10) уравнен1я д^^я 
множителя системы совокупныхъ, вндимъ, что множитель системы (21) 
какъ разъ в можегь служить интегрируюи^инъ миожитслснъ нашего нослЬд- 
пяго уравнен1я. Поэтому выражение (19); 







-Ч 


9 (г, 
Н«1 


'яг-- 


..-г.) 
■ ■!/.) 


или. 


что тож*-. 











^{.^1, ./■2....Г,,) 

И носить название посл+.дняго множителя Якобп. 

Итакъ оказывается, что. если пав'Ьстно хотя одно частное значен1е 
Л*я множителя системы совокупныхъ (1), опред'Ьляемаго уравнешемъ (10) 
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10 иослъднш множитель якоби. гл. ххх1г § 236. 

или (11), то полное интегрирование системы (1) требуетъ нахожден1я лишь 
(п — 2) независииыхъ интеграловъ, последнее же интегрнрован1е сводится 
на Евадратуру. 

Прии^ръ: Пусть инЪемъ обыкновенное дифференщальное уравнен!» 
второго порядка: 

3 = А-,Й. (23) 

ЗанЪникъ его системою совокупныхъ, введя перен^нную 

Тогда получяом'ь; 

_ '' "' _ ^ _ ^ /,,,ч 

?Ь, !/) ' У " 1 ' ' ' 

Уравнен1е (12) для множителя теперь будеть: 

(1 1од М 
^ — =0 

ах 

и сл*д. допускаетъ рЬшен1е: Л4'=;1. 

Поэтому, если найдеиъ хотя одивъ ннтегралъ системы (24): 

4* (^'1 Уч у') ^ сопвЬ., 
и съ помощью его нск-^ючимъ )/' изъ урявнешя: 

с1у — у' йх^О, 

то посд^^днее уравнен1е до (22) будетъ нмЪть интегрирующШ множитель 

1_ 

такъ каш. въ настоященъ случае определитель 











9», 


)/, ") 


Щ 










»(!/', 


.'Л ^) 


«!/'■ 


Вт. 


частномъ 


еду 


па* 


пусть дано 


уравнение 












Л'У__ 
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Г.1. хххп- § 237. поа1'».1Шй множитель яковн. 

гистеыа совокупных!. 

йу' ^у <1х 

допускаеть ннтегралъ 

^ __ ^'4 — У^ = сопз1. ^ 2у. 

Сл*д. уравыенш 

йу — у Лх=0 

им-Ьеть своиыъ интегрируюошмъ множятеленъ по сказанному 






и'—^\ 2у + у'- 

и на саконъ д-Ьл-Ь выражени': 

полный л>|фф(^ронц1алъ. 

337. 11рнложен1е теор1и поел'Ъдяяго множителя Якоби къ урив- 
нен1ямъ дянаклкн въ иезависнмнхъ координатлхъ. Прнн^нимъ полу- 
ченные ррзультаты къ уравиоп1яяъ движеи1я, Положпмъ, что всЬ связи 
|)азсматриваемой иатер1алы10Ё гнетены конечны (§ 169), а ириложенныя 
къ ней силы не зависягь явно отъ скоростей, тогда Гаыильтоновы урав- 
нен1я движен!Я по (30) § 201 будуть: 

Л1 (}^^ (Ц„ 

Т ~ ~дф ~дФ~ ~ 



(7Р| </рц 



дФ - дФ - 



(26) 



гд'Ь по услов1ю о силахъ 

^^==^^ = /оис/ ((, 3, , дг , , . . д«). (27) 

Въ уравнен1и (12) для множителя системы (26) сумма 5 будетъ такова: 
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12 иос.'1-ьд111Н иножитоь икияи. 

откуда плдилъ, что 



такъ ка|,-|. но ("27) 






Л В). 1'ПК1»1Ъ случа1'>, кякъ иы видЬлы, :}а множитель можно принять 

ед[1ницу: М^~1. Следовательно, если для системы (26) мы знаемъ ('2н—1) 
неаяпн1.'1[мых-1. шттраловъ, то иосл*дтй. ^«-тый, найдемт. оъ помощью 
квад|»я'гу|)ы. 

Пусть времи / лвио не входип. въ инаменателк отноиЕетпй (26), 
т. с, [1\сть 1ГИ у|>ппнен1я связей системы, ни проэкцш приложенных!, силъ 
. 111Ш0 оть времени, тогда можно на время оставить Ле;1ъ вни- 
;!апяться сначала и)П'егрироиан|(-мъ системы иэт. 
<"2/' -I) уиавиеиНЕ: 

'11/1 (I^2 _|_ '1']п (1}>1 '12'и 



(29) 



ЬФ бФ ОФ дФ . р1 ''^_1_»1 



Сумма .'V к А1Н этой системы по (28) обращаешься вь нуль, сл-Ьд. и 
попал система допускаетъ множнтелемъ единицу; а потому хтя полнаги 
11Нгегрирован1я ен надо знать не всЬ (2м ^ 1) интегралот., а только 
(2/' — 2); П0СЛ11ДН1Й же интегра,гь найдется квадратурою. 

Посл'Ь того, какъ система (29) ироинтегрирована, врг-мя / введется 
|;ви,(.1>атурою: 

'"=-^- (30) 

гдт. из-ь знаменателя ^г— должны быть исключены (/г, ^з, ...(/„, Рх.у'г- ■■■^'■, 
при 11()иош,и найденныхъ (211 — 1) ингеграловъ системы (29). 

1Ттакъ В1> указанномъ случа!. полный процессъ интегрирован1я си- 
стемы (26) заключается въ нахожден1и (2м —2) интеграловъ и двух'ь 
квадрату 1)Ъ. 

^^■ли матер1а.'1ьиая система консервативна, то уравне1г1н (26) ио 
{Л'2) § 201 упрощаются и нрпсоднтся къ каноническому виду: 



ПН ~ Ш ~ 




11р, (1р2 


'1р. 

Ш 


М др. 


»Г. 


' И'к »'н 


«а. 
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~ дН '^ 


ан ~ 


<'л, 
~ он 


ар, 


11р. 


"11, 


"0,1. 



гл. XXXIV {^ ЗЗТ. П01Л*ДН1Й МНОЖИТЕЛЬ ЯКОЬЙ. 1:1 

Тогда одинъ нзъ ннтсг1)а.101л, гистрмн {'^Э), киторан тоиерь н>1+.е'п, 

(3-21 

налъ и;ш1".стенъ нацередъ, а именно — интргралъ живоп силы (Н4) 4^2111: 

Такимъ обрашиъ полное )1'1>И1еп1С вопроса о движен|и кот'д'рватинно!) 
системы съ н степенями свободы (?^ 198) и безъ д[1ффереы1цальны\'1> 
нвиит1трирующнхся связей требуеть нахождешя лишь {'1п — 3) пр)"- 
выхъ интеграловъ двилсен1Я, отличныхъ отъ интеграла живой силы; 
когда эти цнтогра.1ы отысканы, д-Ьло интегрированы закончится двумя 
квадратурами. 

Если, крои'!^ тот, одна и:п. коорднпа-гь, напр. 7я облада*-!-!. г+.м-!. 
свойствомъ, что явно не входип. въ фуик1цю Н. т. ■'. когда 

система (31 1 доиускаегь еще одинт. очевидный иитегра-»ъ: 



А, такъ какъ порем'Ьнное ^„ входить лигпь нодъ вндомъ дифферен- 
■мала. то отношен1е 

дН 

■Орп 

изъ системы (Зй) можно откинуть и принять въ соооражен1е лишь систему 
изъ (йи - 3) уравиен1Й: 

''_*'-. — — '^^—1 _- _ ^'^'^_ _ _ _^ 1_ /чм 

гд1; всюду ]>я яам-Ьнено постоянною •\. 

Одияъ изъ интеграловъ системы 135), а именно интогралъ жнвоЙ 
силы (33), изв4стенъ нансредъ, сл^Ьд. полнор интегрирован «е Э1Ч)й системы 
требуоть знан1я ен(о только {2» — 5) интеграловъ; — посл4дк1й, (2н — 3)-1й, 
найдется квадратурою. 



с1ЬуС00^1с 



ПОСЛ'ЬДНЙ МНОЖИТЕЛЬ ЯЕОБИ. ГЛ. XXXIV § 238. 

Возвратимся теперь къ пропущенному травнен1ю 



л». _ 


ц, 


дй 


дН 


1^. 


1^. 



Отсюда (-2м -3) количества р| , ^*2 ,... |>и ,, , ^2 ., дз , . . . ^„ .1 цолжны 
оыть исключены при помойки (2п — 3) выше;лонянутыхъ интеграловъ, а 
р„ везд'Ь заменено постоянною ^. Ясно, что д'Ьло сводится ш. квадратуре. 

дЯ 






Наконецъ, вреня вврдется квадратурою (30), гд1 теперь Ф = Н. 
Такинъ образомъ въ указанномъ случа'Ь процессъ интеграц1и заклю- 
чается въ оП1>ед*леяш (2я — 5) интеграловъ и нахожден1и трехь квадратуръ. 

ЗЗН. Цриложеы1е теор1и посл'Ьдияго множителя къ уравнен1яяъ 
неснободкаго двншеп1я, содержащннъ яножвтелн связей. Задача 
интегрированы урпвнен1& несвободнаго двнжешл, содерякащнхъ множители 
связеН, значительно сложнее подобной же задачи, относящейся къ урав- 
нен1яиъ въ независиныхъ координатахъ; 1'^нъ не нен%е теор[и посл^дняго 
множителя Якоби можеть и зд'Ъсь оказать свою помощь. По предыдущему, 
для того, чтобы упомянутая теор1я могла быть приложена съ пользою 
нужно знать напередъ, до окончан1я иктеграцш, хотя одно значен1е мно- 
жителя данной системы. Во изб'^жан1е длинныхъ вык.1адокъ, ыы ограни- 
чимся нахожден1емъ множителя для уравнений Лагранжа иерваго рода въ 
томъ случа*, когда неинтегрируюпцяся связи отс>'тствуютъ, а силы не за- 
висятъ явно оть скоростей. 

Пусть взятая матер1а.1ьная система подчинена Ь связяиъ: 

/■,(ж,,у,,2,, 0=0, /2 = 0,..., Л = 0; г=1, 2, 3,...«. 

Если къ точк* массы т( съ координатами х,, у^, г^ ирилозсена сила 
(Х(, К,, 2^, то уравкен1я движвн1я системы по (22) § 186 будутъ: 



« = 1 
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гл. ХХХ1Г § 238. ПОСЛЪДНГЙ ЯНОЖИТЕЛЬ ЯКОВИ- 15 

,^1 ^^' (36) 

?= !. 2, 3 71. 

Для уирощен1я лисьна прооЛраяуеыъ этн уравнен1я къ ыовынъ пере- 
■Ънныкъ €у, полагая 

Если введехъ еще РЛ'Ьдую1Ц1я обозначс111я: 

ут, У'^п^ ^/^п^ 

ТО вм'Ьсто рвсгеиы (361 будем!. и)|1;ть: 






(37) 



^=1. 2, 3,,..3п. 
а уравнен1я связен ножеиъ переннгать такь: 

Л(6^, () = 0; /г(Е;, ') = 0;-.; /.{гу. 0=0. (38) 

Множители *у дсшпы быт|. исключены нзъ (37) црн поноп^и урав- 

НСН1Й 

^-0- '^'-0- -^3.-0 (39] 

Раскроеиъ каЕое либо иаъ- нихъ: 

7-1 

У^1 !>™1 л-1 

имъ при этомъ, чтч> 



гд* ПО {18} § 173: 



0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 



16 иоапдшй МНОЖИТЕЛЬ якови. гл. ххх1У § 233. 

Для нахождеши множителей свя№й )^ ет. уравнен!)! (39) вм11СТ0 й/' 
надо вставить ихъ значонп! 1|;(ъ (37), тогда получимъ систему: 
3*» 

Зн 



^■=1 ' -^ 

Система уравнен1н второго порядка (.37) равносильна такой системе 
порядка пврваго: 

(^Ё,' 'Ш^' 

_ <>±1 _ _ (^ _ ^^^ 

Уравнение для множителя ;пх)й системы совокунныхъ по (12) буде-п.: 
'■^^^^ + 5^0; ,44) 



а* 

гдЬ 

дп 



Но, по УСЛ0В1Ю, силы ПС содержать скоростей, СЛ11Д. 



За к 



а-. 

]=1 .^1 



0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 
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Посл'Ъднюю сунну и постараемся выразить иначе. Съ .угою ц^.1ью 
нозьменъ производный но €/ отъ оГЕЪихъ частей уравнен!^ (41), оричем1. 
"уденъ ПОМНИТЬ, что отъ скоростей зависать лишь множители 31, да выра- 
жея1Я 1^гЛ- ^<^-*" воспользуемся (40), то получимъ рядъ равенетвъ: 



ода производную ^^ г ■ 



Оиред'Ь,1имъ отсюда производную ^~ 



<1 д{9 
'Лх^с\. черезъ Н означенъ оиред^литель: 



I 1ЛЛ1 1ЛЛ1 ■ ■ • 1/,Я 
I 1/кЛ1 \МЛ . . . 1/.Л1 \ , 

1 \П1\\ 1л/;| ■ . . \1\гл 

а черезъ Ну, минор'ь атоге определителя, соотв*тствующ1й алеиенту [/'цЛ!, 
прнчснъ по спмметр|н 

Йр, г= И^у. ( 47 ) 

Умножннъ теперь каждое ниъ вырахен1а (4в) на Ф- и возьнвнъ 
суммы по значкамъ ч V ^^. 

Ъп к к к ^ д ■ ; ■ 

;-1у-1 .-1,-1 л=1 
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18 П0ГЛ11.ЧШГ1 МНОЖИТЕЛЬ ЯКОКИ. гл. XXXIV § 238. 

Но въ сулм*. стоящей направо, можно беяъ язи1;нея1я ея злачен!» 
переставить значки 1» и V, т. с. 

к к Зп к к Ъп 

у=1 и=1 ./ = 1 у=111=1 ,/=1 

Если же воспольаоваться еще рлвенствок-|. (47). то правую часть (48) 
можно представить такъ: 

I к к Ь*1 I 

I у=1 [1=1 ^=1 .1 

что. очевиано, по (42) равняетен 

1 V V « '' 1Г ,1- ' ''*_ '"''!'* 



>=11.= 1 




Итак-ь но (45) искомая сумма 




.=- 


ЛкдВ 
,11' ' 


а потому инъ уравнен|я (44) 




((%^^ 
Л 


ЛодИ 



Я = 11. 

что вполне согласуете» ст. {14), 
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ГЛАВА ХХХ\'. 



Творена Якобк-Пуассонв. 



239. Лемма. 11уеть функщн/'содержш'ъ^'' иорех^нныгь:^], Х2,. . -Хгп- 
< ):шачй11'Ь черезъ А {/) ре.чул!.татт. такой опЕ'ря1ии япдъ этою функцте») 

Е0Э1^фиц1еыты -4[ . Л- Л..,, — функгци иоремЁнныхъ .», , х^ , . . . х*„ . 

Пусть одноврененнп И1}') овначаетъ подобную ;ке операц|ю: 

Их , Й| , , , . В,„ — н'Ькоторыя друг»! фуяшцм т*хъ-же 211 аргументовъ. 

Операщю, соответствующую символу Л ({), производеиъ надъ выра- 
жея1схъ (2) п резудьтятъ озвачвмъ Л(В(/)); тогда 

2« / 2« 



2п 2п 2" 2» 



Оь другой стороны оиерац1ю, соответствующую символу ВС/"), про- 
изведемъ надъ выражен^емъ (1) и ррзу.чьтать означинъ В[А{/)], т. е. 
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20 ТЕОРЕМА ЯКОВН-ИУЛСГОИЛ, ГЛ, XXXI- ^ -^-'(9. 

1ГУСТЬ 

2» 2» 2» 2н 

Если вычесть одиыъ результать изъ другог1>, то непосредсгвелмк 
уб11ждаехся, что разность 

Л|Л(/-11-В|.1(0| (О) 

не содержцтъ вовсе вторыхъ ароизводныхъ функцш /; гакъ кавъ 
коэффиц1енты при этнхъ производныхъ въ обоихъ выражен1яхъ (3) и (4) 
одинаковы. 

240. Скобка иуаесоня. Нзм^нимъ о6о;}начеы!1Г незаншнмыкъ не- 
реи-Ьнныхъ; пусть 

■'■1 = 11- ^-2 = 42 '■.. = ?■ ; ■'•«+! —1Н' ^п^2 = 1'2 ''г- = /'.. : 

II еоставииъ изъ двухъ функщй ср и ф оть вышеназванных^ аргументовъ 
выражете, носящее назваше скоПокъ Пуассона: 

« и 

1<р ф) _^ ц^ ■ ^^^^ - ^^^^ ■ ^^^ — ^ 9|,^,^^,, 

Если считать, что скобки Пуассона представляютъ собою результат. 
1терац1и надъ какою либо одною функц1ею (р влн ф, то ясно само собо(1>, 
что эти скобки подходятъ подъ типъ выражеН1Й, разсмотрЬнныхъ въ лемя11. 

Скобки Пуассона обладаютъ сл'Ьдующими очевидными свойствами: 

1<рф) = — (Фт); (1"р)= 0; (-р, — ф)= — ((рф). (7) 

Дал'Ье, положпмъ, что фувкщи 1р и '!' содержать еще нарампръ ^, 
т огда 
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гл. ХХХ\' § 241. ТЕОРЕМА ЯКОБН-ПУАССОИЛ. 21 

241. Тождество Пуассона. Возьмелъ три кяЕихъ-нибудь фунБЦ1И 

/'. 'р. '> перел'Ьнных'Ь /1, , 7;- ■■9'я. /'1. Рз Р« и ооставииъ изъ нихъ 

Пуассоновы скобки. 

^, = (Тф); ^1= (.}./*); ^1 ={/■<?). (9) 

'•^втклъ т, свою очередь состав)1мъ новы» скобки: 

(/"Л». ^ЧЫ ('!">|)- 
Въ тйкомъ е-чучй* будемъ илЬть тождеств1'ИН1» 

11.1Н ПО (9|: 

Чтобы у&Ьдяться в-ь этомъ, зал-Ьтнмъ предварительно, что но еамолу 
составу скобокъ (6) каждый членъ л*вой части (10) представляеть собо») 
производную второго иорядка огь какой либо изъ трегь взятыхт. 
функц1& /, <р или '{'. ухногенную на некоторый козффищенть. Остановныся 
на членагь, еодержаищх'ь ироизводныя огь /; такого рода члены могугь 
явиться лишь изъ выраясеиш 

что по свойству (7) скобокъ можно переписать такъ: 

(»И'П)-(ф(1'0). (И) 

Но какъ было уже упомянуто, скобка Пуассона подходят], подъ 
типъ выражоН1й (1) и (2) § 289, слЪд., если операщю надъ какою либо 
фуикщею Р, соотв*тетвующую процессу составлон1я скобош. («р Р), озна- 
чимъ черезъ А(1'\. а операщю (ф!*") черезъ В(/'), то вм*сто{11) можемъ 
напясать: 

А такое вырахеше, какъ мы вид'Ьли, ие содержнтъ вовсе вторыхъ 
ироизводныхъ отъ /'. 

Такимъ же точно образомъ уб11,димся, что л^вая часть выражвН1Я 
(10) не можетъ заключать въ себЪ и вторыхъ производныхъ отъ ср и ^, 
т. е. что вообще ве* члены взаимно сокрап^аются и выражен1е тожде- 
ственно равно нулю. 
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•2-2 ТВОТКХЛ ЯКОВН-ИУЛСГОНА. гл. XXXV § 242. 

843. Теорема Якобш - Пуассона. Пусть км^рмъ систем? канонн- 
чоскнхъ уравкен1Й: 

^^^^ ^^^2 ^I^а_ '^Р1__ '^р2 ^^р» ^ .., 

'Ш'~"дЯ" дН ~~_дН ~ _дН ~ ~_^ ~ 1 ' 

Тогда услов1р, при которомъ функцгя /' елужнп! интвгра.10н'1> этихъ 
урявнвН1Я, по (6) напишртся такъ; 

(ГЯ)+^ = »- (131 

Положит., что мы нашли два ннтегра.1а: 

1р -^ Г01И-1.; ф =:: сопь-/.; (1-4) 

системы (12), въ такош. случа* выражевй' 

(^ф) = соп»1, (15) 

также служить интегра-чомь уравнен1Й (12). 

Излоасенная теорема была впервые доказана Иуассономъ, но пстин- 
ный сиыслъ ея раскрып> Яш)бв. 

Для доказательства зан'^тин!., что по (13), если «риф интегралы 
системы (12), 

(т^^)+^?=о, (*я)+*А = о. (16) 

Но ^0 тождеству Пуасгона (10) нн'Ьеиъ: 
Съ другой стороны по (16) и по (7): 

Следовательно тоадество (17) можно переинсать такъ: 



аь,Соо§1е 



гл. XXXV ^ т. ТЕ01'КМЛ ЯКОБИ-ПУАССОНЛ, 

ИЛИ ПО (7;: 



или, наконецъ, по (8>: 



(„Н+(^Ь) + (4) = »- 



((?««■)+ ^(<рф)=». 

что по (131 и докааываегь нашу теорему. 

Итакъ, зная два интеграла (р и •]' (14) уравнснш (12), ны иожеш. 
дифференцирован 1емъ получить трет1Й (15). Конбнннртя этоп> ноел'Ьдтй 
{■ъ первыми двумя, вывсдемъ чотвсртый, пятый, и т. д. Повиднмому. 
лтя полнаго интегрцрован1я системы каноническихъ уравнешй ( 12) доста- 
точно наЦти только два интеграла, — вс^. оста.1ьные можно получить 
дифферАнциров ан1е1иъ. Но д±ло въ тоиъ, что указанный пр|ен-ь не всегда 
приводить К1. ц'Ёли: интегралъ, происшедш!!! оп. комбпнащй двухъ дан- 
ныхъ, можетъ оказаться но иовымъ, а фуыкц1е|1) уже пэв^стныХ1. инте- 
граловъ или даж<' простою постоянною. Какь справедливо аамАтилп. 
Ккобн *), только въ гомъ случа* иы можемъ над1шт1>сл вывести и:гь даннаго 
интеграяа, комбинируя его съ другими, всю ц'Ьпь ннтеграловт. данной 
■ истемы, если ;(Тотъ интегралъ принадлежитъ спетцально взятой систеи'Ь; 
11нтегра.1ы же, общ1е нйсколькимъ систеианъ уравнонШ, очевидно, въ 
кошсЬ К0НЦ0В1. должны приводить К1> вышеулоиянутынъ иллюзорным'!, 
результатамъ. 

Пусть, нанрйм'Ьръ, система Ц2| служитъ совокупностью уравненш 
движения консервативной системы, тогда функц1я Н не зависитъ явно оп. 
времени, и данныя уравненЕя, какъ легко непосредственно убедиться, 
допускаютъ интегралъ живыхъ снлъ: 

Я = Л. 

Пусть, кром-Ь того, изв1Ьстеиъ еще интегралъ движен1и, не зависящи) 
явно отъ времени: '^ = со1г.ч^ Тогда по (13) им'Ьемъ тождественно; 

(■рЯ) = 0. 

Итакъ комбинац1Я .шбого интеграла двнжени консервативной си- 
стемы (безъ времени) съ нвтеградомъ живыхъ силъ никогда не при- 
водить къ новому интвгрй.1у, а даетъ тождественный результать. 

*)Тог1ез11пве11 ОЬег Оупаш1к, Уог1. XXXIV. БатЛ шипИсЬ е!» 
1о(евга1 шИ и^епб в1пеш гяеНяи сошЫшг! пасЬ шк! пасЬ а11е 11](еега1е Побеге, тав5 
ее е1п зо1сЬев ве1п, 1те1сЬе8 Лет Ьевопбегео РгоЫет е1{;еп1)|ШаИсЬ апртЬбП. 
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Но, если интегралъ 1? годержнтъ явно врехя, то по (Ш): 

и сл'Ёд. въ ц'гииъ слгча1'. ироизводная отъ ^ по времени ложеп. служить 
новымъ интегралонъ, если, Еонечно, не обратится въ постоянную пли В1. 
||1ункц1ю уже иав'Ьстных'ь интегралонъ, 

ИримЬръ: Раэсмотримъ двнжен!? системы, «состоящей изъ двухт, 
11атер1альныхъ точекъ массъ I»] н т^ съ координатами ^х . т/, , ^"1 . а*г , Уг . ?г- 
ТОЧЕН эти взаимно притягивавт-я пряиопропор]иопяльно рязстоян|'к). По- 
лагает.. 

■С1 = '/| . У/1 = '/! . ^ 1 = 13, -с^ — Ч,- Иг = Чъ- г- = Чв ; 

7н,.с,'=^*,. М11/,'=р.. )н,г,'=:/(з; /«..с,'^ />4. т2у^=р.,. т^1г = р^. 

Тогда но (33) ^ 201 для функц!" Я найдсмъ такое выражен!*': 

+ —{(91 -«4)4- ('/2- 7в1=+(?з-'/в>*| ■ 
и сл^д. уравнен1я двнженш будугк: 





_Р1 








_й. 


''9. 




'1ч, 

'II " 


«1- 




-В 


,1р, 
'II 


= - 


^Ч?| 


--';.); 




= - 


("'(^г 


-*|; 




= - 


|1"(?, 


-*! 


'1р. 
ИГ 


= 1»' 


(«1- 


'(.): 


''л 
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= |1'(92- 


^.1 ; 


'II 


= 11= 


('1г - 


?.>• 



Написанныя уравнен1я нм*ютъ с,т6дующ1е очевидные ииттралы 
(со!!ранев1Я центра ииер1йи): 

р1-\- 1>* = С,; р2-^Рп~02: Рз-\-Рб—('з- 

ЬатЬмъ им'Ьеиъ еще два (г.охран4^в1я хохентовт. количествъ двнженш 
нъ относитрльномъ движевш): 
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Составляя изъ иосл'Ьднихъ дпухъ ншеграловъ скобку Пуассона, по- 
.|уча*>хъ Н0ВЫ11 

Дальнейшего комбинирован!)? полученных!, интеграловъ новыхъ рс- 
яультатовъ НС дасп.; снова обращаясь К1. уравнен1яиъ, легко находит. 



Условимся д.1Я краткости называть интегралы но иостояннынъ. икь 

соотв'Ьтетвующинъ. Ко!1бннац1я С-; съ лррвынп треия Сх. С2. С, даеп. 

иллюзорные результаты, я ко)|бииа11ш сь ннтеграломъ (\ приводил. К1. 
новому интегралу 

(1:--|;)(1!--Й) + ^=(^. -'."»=- 'ь-<^ 

('остав.«1Л скобки и:п. С^ а Г... И11|1^|')|-<. 

Но нетрудно сообралитг., что полученный интегралъ долженъ пред- 
ставлять собою сл*дств1р интегра.1овъ С\ . С^ , С'в , С\ и С^. Нп еамон1. 
д'Ьл'Ь, л^выя части перечисленныхъ пнтеграюв!. зависяп, лишь огь шости 
разностей: 

У' ^.Р* , Ё1 Ё1. ^ ._ ^^ . 

т^ пы Ш] "К }>(, №; 

'/1 — '/4. '/2 — 'Ь- Чг— '/е- 

Поэтому, если бы вс* шесть ннтеградовъ были независимы другь оп. 
друга, то изъ нихъ вытекало бы, что вышеприведенныя разности постоянны, 
между тЪмъ какъ данныя уравнев1я допускаюгъ интегралъ внда: 
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Да и действительно, какъ легко убедиться, м(>лсду названными интег- 
ргитахи нм^рть м'Ьсто сл11дующер гождрстврннор соотнопшн1*>: 

гд* для сокращг'Н1я л1'.выя части интограловъ означены гоотв*тств'Шнымн 
постоянными. 

Крон'!!; ннт1'гра,1а Гд легко найдеиъ еще три гл^дующпхъ: 

м, 71 -г '«I '/4 — ч г»! -I- !>*) = (^1й ; 
Щ'1г + »ЬЧь - - Ч /1 ^-^'^.) = <'п ; 
'"I '/3 + '": -Уо - Ч /'з + 2'б' = ''« ■ 

Интегралы 1.\, ''г,--(^'12 и юстявмп. полную систему да*надцап1 
независиыыхъ цнтегра-ювь движон1Я. 

Наин было зам^Ьчено, что, стли интогра-п. содсржить явно вр^'ия. 
то частная производная отъ него ло времени также будеть пнтегралон1>. 
Оказанное легко проверить на интегралахъ Сд, Сю, Сц и 6\г. Если возь- 
меиъ производную отъ <\ \\ прправняемъ р!> произвольной постоянно!*! 1. 
то выражение 

будегь на самомъ дЪлЪ интегралоиъ данной системы, но, конечно, функ1Це11> 
независимых!,: 



г,7 + ({)'= су. 



■{ам^тимъ, между ырочииъ, въ зак,1ючен1е, что к интегра.ты гохра- 
нен1я моментов!, количествъ абсолютнаго дв11жен1я: 

7*1 '/8 - 1'1 'Л + ^'4 «» - У'5 «* = «1 ; 

/'* 41 — Р1 чз 4 У'е '/4 — р* 4в = =3 ; 

будуть, конечно, функшнми отт. О1....С1-; такъ напр. 
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ГЛАВА ХХХ\'1. 

Главная фун11ц1я Ганнльтона въ незавнсииыхъ иоординатахъ. 
Функц1я характеристичесиая. 

243. Главная функц1я Гаанльтона въ неаавненанхъ коорднна- 
тахъ. Разсмотримъ хатер1альную систему, не икающую ровс!.' неннте- 
грирующнхся связей. Такая систена (^ 175) всегда можеп. быть отне- 
сена къ независимымъ координатамъ 171 (§ 1^^); пусть <^1. 2,...». 
Иоложняъ дал^е, что прилоасенныя къ системе силы выражаются частными 
проязводнынн оть н^^которой силовой фунЕЦШ 1\ которая мохеп. явно 
содержать время /. Если живую силу систеыы означимъ чсрезъ Т, 10 
уравген1я движения снстены по (26) (:; 207 ногугь Г)ыть написаны В1, 
такой форнЪ: 

.«■• в,г-н:,^ ; = ,,,..,„. „) 

Уравиен1я перваго порядка, союаныя этимъ совокупнымъ. по (.32) § 201 
цриводятся къ кановячеекоиу виду: 

(И ад, ' (И " 9?), ' • -'■■■'■ *''' 

Цо {31} того же § 201: 

1=1 

гдЪ Т — союзное выражен1е живой силы. 
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ГЛАВНАЯ ФЛ1КЦ1Я ГЛИИДЬТОНА. ГЛ. XXXVI § 24:1, 

Д*йстви' по ]'аыпльто1гу ТГ (§ 207) представится интегралом!,: 



ч 



{Т-\-Г)Ш. 



взнтыиъ ио ирямом)- пути (^ 206) оть н-Ькотораго начальнаго положев1я 
системы, соотв-Ьтствующаго моменту /о п коордннатамъ (^^„ , до н*котораго 
ковечнаго, соотв*тгтвун»1цяго згомету / и коордннатамъ ^^. Если движен11- 
системы намъ изв'Ьстно, т. р. если мы знаемъ конечныя уравнгн1я дви- 
жон1я: 

41= ЧЛ', '■,, С'г,...(.-2„). (О) 

гд* С'|, С\,.^.С2н — иронзвольныя постоянный, то ннтегра.гь (4) дегко 
вычисляется. Преж,;*' всего иронзвольныя постоянный Сх , 6'г , . . . Сл„ 
определяются какъ функц1н оп, начяльныхъ коордннятъ — 7(0 - и 
начпльныхъ скоростей — д'и, — нзъ системы 2» урат!НйВ1Й: 

7^0 = ?<('.. ^'|. Гг.... С'.,): 

(6) 



гдЬ ,^^я сокращен!» 



"1и ' 



Вставнв'ь полученным :шачен1Я ,1ля С,, (,'2,.,. С., въ уравнежя (5), вы- 
раэимъ <!, као, фуекцш отъ (2»1-)-2| аргументовъ: I, 'о. ?;„. 7'|'>- Пусть 

-Л^'^С. '«, -)->. 'ЬЛ .? = 1. 2,...». (7) 

Точно также 



- ,1{ 



=--^ = ^('. 'о. -/>.'/.-.'): ,г = 1,а,...". (8) 



Нодъинтегральная функи1я въ выражен1и (4) зависитъ отъ /, д; и ^^'\ С1*д. 
въ силу ур8внен1й (7) и (8) представится фуншйею огь тЬхъ-же 2«-|-2 
аргументовъ, а потому посл'^ 11нтегра1йи по ^ и 

Но нзъ равенствъ \1} вытекаетъ, что начальныя скорости ^^^„ воо<>п1е 
говоря, можно выразил, функшямп огь /, ^^, д^, ^^„^. 

гл:=Ь,(К (,, ^^■, 4/,); 3 — 1, 2,. ..п. (Ю) 
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Следовательно, и само д*Йств1в И' ложно, если желаемъ, |>а;1омаТ1Л1- 
вать какъ функцт 2>1-\--2 аргументов'ь: начальнаго и кон^^чнаго момен- 
товъ — К и 1 — . а такхе нача.1ьных'ь и конечных1> координатг. —(/11' " 'Л '■< Т- р- 

\У=(т1са1, Г,. ./,, *„„). (13) 

Д'Ьйств1е цо Гамильтону, выраженное въ такой ||юрз«'{>, т. о, как-г. 
функщя врсыенп, координатъ н н'1'.которыхъ постоянныхъ иараиетров*!., 
носить назвав!» главной функн!"- -1а переменные аргументы этой 
функщи обыкновенно принимаются конечное время / и конечный коорди- 
наты ^^■, поэтому, если мы напр, на томъ-же прямомь пути, вместо 
нрехняго начальиаго полохен1я системы, возьмемъ какое-либо другое, то 
къ главной функц!!! ирибав1ггся только некоторая иогтояннан--д'Ьй<тви' 
оть новаго 11ача.1Ьнаго цолощрн1я до прежняго. 

214. Пронзводння главвой функц1н. Чтобы раскрыт!, мехзни- 
ческ1Й снысдъ производныхъ оть главной функцш, составпмъ пыражен1е 
,1ля вар1ац1н д-Ьнств^я 1Г, разснатривая :»то д411етв1е по (9), какъ фуакц1ю 
времени и постоянныхъ ироизвольныхъ /ц^ и ^ю'- Вар1ирован1е фувк1ии 
1Г и происходить всл'Ьдств1е нэмЪнен1Я этнхъ постоянныхъ параметров!.. 
Формально намъ придется повторить вычислен1е § 207, но 1'мыслъ вар111- 
рован1Я будетъ совсЬмъ иной. И:|ъ (41 им1'.емъ: 



1 \(г-^-г).//=■^ (ьт^ьи)'//. 



такъ какъ иред'Ьлы иостоявныхъ прон;4вольиых'1. не содержап'ь. если будемъ 
считать 1„ данныкъ чнслонъ. 



1,овательно 
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преобразует, первую сумму, иоыня, что 

. Интегра1ин но частямъ даоть: 

Такимъ образомт. нолучаемъ; 

Но движен|е системы происходить сообразно гъ уравнешями (I) 
с.Ч'Ьдовате.'и.но 

ги'=^л-3'у< -^/-(.Зуи, (13.1 

1=1 (=1 

ес.1и по (2) Й 200 вв1'д*'мь импульсы, полагня 

■)наче1л. нуль показывает!., что соответственной переменной дано 
начальное аначеше (д.чя '=:/о). 

Въ формул* [УЛ) вяр1ацш ^1ц, собственно говоря, следовало бы за- 
м'Ьннть выражениями: 



1^'-+-^М 



Но. если по (10) II аргумснтовъ ч^ заменить другими аргументами 
(/,, т. е. если действ1е ТГ разсматрнвать въ форм* (11), то виралсея1е (13) 
какъ разъ и даегь дифференц1а.1ъ главной функц1И, если, конечно, время 
будемъ считать постояннымъ. Другими словами, полный днфференч1а-п. 
/'Ж птавноп фуккц|ц (11) нредетавптся такъ: 

(16} 
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Парпистръ ^а считаем'ь даннын1. числом1>. какъ было уже Т1ю11яиу1ч> 
выгае. Но в11дь В1. указяннонъ емысл1-,: 



Сравнивая выршкекш (13> и (16). находимъ: 



Х(?-') 



»-+Е(|;+"-)»'*="- 



откуда всл1;д('тв1е незйвпсилости друп. оть друга дифферонцШловъ 8.^^ и 



Выведенный 2п равенствъ даютъ зависимости ы^^жду ^. (д, р{ и 24 
иостоянными «ц„ и ^|о, сл^д. эти равенства подходярь подъ тнпъ уравнен{и 
(5) в т^хъ, который получаются иль 13) диффсренцирован1еыъ по вреыенн. 
Другими словами равенства (17) и (18) представляютъ собою полную 
систему интеграловъ для совокупныхъ уравнен1и (2), Если же систему 
уравнен1й каноническихъ {•!) заш'^^нимт, ей равносильною системою (1), ти 
равенства (17) даютъ группу исрвыхъ. а равенства (18) — группу вто- 
рыхъ ивтеграловъ движеН1я. (,'йстема внтеграловъ (17) и (18) полиан 
потому, что урявнон1я эти рацр'Ьшокы относительно независимыхъ друп. 
*1ть друга количествъ ^^^ и ^^^„ , сл1-.д- ни одно изъ названпыхъ равенствг. 
не ложеть быть С14дств1емъ других!.. 

Прин'Ьръ: Движен1е тижсш!! точки .чассы равноК еднннцЬ. Уракнсшя 
двнжен1я при соотвЬтствснныхъ ОСЯХ'!.: 

./■" = о ; </" = у ■ 

мыЪюгь очевидные интегра.1ы: 






рчмн приыемъ, что ^о = ^•■ 
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Д*йств1е ^V по (4) выразится таш, 

о 

; , 

о 
Поел* интегращк дди д11нств!я вт. форм* (10) им'Ьемъ выражеви-: 

Исключивъ отсюда съ помощью (19) нача.1г.ныя скорости, получиемъ 
главную фуншию: 



г{^ 



-^)'+ ^ 1.'/-.'/«)=+ 7 *■" +^0* - ■ Й ^'''■ 



Такъ иакъ для взятаго С1учая импульсы совпадають со скор^ютями, 
то ураввев1Я [17| н (18) будугь: 

•^~Л^ — -г'- ^ ^" -^ ■^- — »■■ 



345. Частное дифференщольнов уравиен1е Якобн - Ганнльтона 
для главной функщ1н. Изъ выражения (^4) для 1Г вытекаетъ сл-Ьдуюикое 
:шачен1е полное провяводно)! по времени огь нтоп функи1и: 



Но в*дь 



'"'• т+г. 



'" _ _ 

1=1 



VI 11№ ,1,1, _ т' ^ , 

1 = 1 ■ ' 

[е равенства 
другу най 

*=1 



если примеиъ во вниман1е равенства (,17). 

Приравнивая другь другу наЦдепныя два эпачен1я производной , 
находинъ: 
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или по (31) § 201;. 



если везд* скорости у/ залЪнимъ иипульсаии р1 , т. е. составимъ вы 
жен1е, союзное предыдущему. 

Вмгсто пзшульсовъ Р1 вставпиъ по 1?) производный -т— ; тогда ! 
ражен1е (21) приметь вкдъ: 



т 



- {опс*. ( 



Отсюда вндинъ, что составленнал нами главная фувкц1я служить 
интеграломъ частного диффсренщальнаго уравнен1я 121) и притоиъ под- 
кымъ, если за всЬии и-|-1 постоянными^ — /о1 фо — сохранимъ произволь- 
ный значев1Я, или если къ значен!» 1Г, найденному для какого лиоо 
частнаго численнаго значон1я ^о, прибавимъ произвольную достоянную 
такъ, чтобы число всЬхъ постоянныхъ стало равно м-|-1. Посл-Ьднее мы 
можемъ сдЪать потому, что уравпен1е {21) содержитъ только производныя, 
а не саму фуншйю ^V. 

Такнмъ образомъ, если намъ изв'Ьстио двпженю системы, т. е. интег- 
ралы совокупныхъ урав1!еи1й (1) или (2), эю мы съум^емъ составить и 
П0.1НЫЙ иитегралъ частнаго дифференцьальнаго уравиен1я (21) тЬмъ пу- 
темъ, какъ было объяснено выше. 

Наоборотъ, пайдя полный интегралъ уравнения (21), можно, какъ 
ссйчасъ увкдпмъ, тотчасъ-же написать и полную сер1ю интеграловъ для 
совокупныхъ уравнеп|й (1) или (2). Сл1;довательно, дв^Ь задачи— иитегри- 
рован1е системы совокупныхъ (1) и-чи (2 1 и нитегриропате частнаго 
дпфференц1а,1ьяаго уравнен1я (21) -вполне равносильны. 

Какъ было уже аам-Ьчено выше, уравнеше (21) не содержитъ въ себ* 
само11 неизвестной функфи, а только пронтаодныя оть нея; поэтому къ 
любому р'Ьшеиш И'' данваго уравиен1я можстъ быть прибавлена произ- 
вшьная постоянная а,, и сумма )Г-|-ао будетъ снова р11шен1емъ. Постоян- 
ную Оц для краткости будемъ называть аддитивною. ПолиыЛ интегралъ 
уравнен1я (21) долженъ содержать въ сео'Ь, крон^ аддитивной постоянной 
а,, еще и везависпныхъ произвольныхъ постоянныхъ — «[ , а.,...с1„. 

Пусть намъ изв*стенъ такой полный иитегралъ И'; тогда, если поло- 
жимъ 

;гг = '1> ,тг — ?!'•■■ *г = 1'-' (2^) 
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гд4 ^1. Эа.-"?" — новыя постоянный проиэвольныя. то система уравнсн1й 
(22) въ соединен1И съ травкен1ямн: 

дредставитъ собою полную сер1ю 2»' интеграловъ систриы совокупныхъ (2 1. 

Заи^тинъ предварительно, что, если найденный интегралъ подста- 
внмъ въ л'Ьвую часть уравнешя (21\ то получииъ, по уелов1Ю, тожде- 
ственно нуль, а потому и производная оть этой л'Ьвой части по любому 
аргументу, туда входян|,ему, будеть также нуленъ. 

Для доказательства выска'эаннаго нами ноложен1я надо показать, 
что совокупныя уравнен1л (1) являются сл11дств1емъ равенствъ (22) н (23). 
Съ этой ц-Ьдью продифференцвруемъ каждое и;гь равенетвъ (22) по 
времени; тогда получииъ « уравнешй типа: 

(Гъ другой стороны, продяфференцнруемъ по а* л'Ьвую часть уравне- 
Н1Я (21) въ томъ предположен! к, что туда вставленъ найденный интегралъ, 

при чемъ не надо упускать изъ виду, что только провзводныя -тт да 
- =:^>( могутъ заключать въ ееоъ произвольный постоянныя; имъенъ. 






Или ло (23): 



: + У^.^ = 0; , = 1,2,...«, 

Сравнивая выражеи1я (24) и (25), видимъ, что п пронзводныхъ -^ и 
п пронзводныхъ ;— елужатъ корнями одной и той же группы п линей- 

ныхъ уравнен1й. А потому, ес.1и только определитель Е этихъ уравнеВ1й 
не обращается въ нуль, заключаемъ отсюда: 



^_9Н 



(II др^■ 
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ЧТО В составляеть одну половину гЪхъ равенствъ, который желалн по- 
лучить. 

Упомянутый определитель 

_ ^ _^ дЩ' ЗПГ дЦУ _ 

Если В обращается въ нуль, то между производными -г— должно 
существовать еоотнои1ен1е, свободное отъ постомнныхъ произвольныхъ 



. а., вида: 



'^('-..Ё^Ь»- 



Но тогда Ж служить р1тетемъ не только уравнен1я (21), но и 

ЭИ' 
вышенаписанваго. въ которомъ отсутствуеть производная -^ ; а этого 

быть не иожетъ, такъ какъ 

1Г =«(,„,,,, ,,......) + .. (27) 

ЛИШЬ тогда будетъ полныиъ интеграломъ урявнен1я (21), когда для нсклю- 
чен1я «-|-1 постоянныхъ Яо, а], Ог,,..а„ надо принять въ разсчетъ вс* 
*>-\-1 уравненШ: 

получевныхъ изъ (27) лифференцирован1емъ по всЪнъ аргуыевтанъ ^ и (^1 . 
Для вывода ряда травнен1й (2) дифференпируемъ по времени ра- 
венства (23): 



дЦУ ^ дЩ' (/«у 






3=1 



(28) 



Оь другой стороны опять днфференциртемъ лЬвую часть (21), но по 
аргументу ^^•, ин^еиъ: 



3-1 
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Но по (23) а на основашн уже доцазанныхъ наши равенствъ (2в) 
предыдущее выражен1е моженъ переписать такъ: 






^=■^. 

что по сравнен1Ю съ (28) и даеть 

(Цн _ _Ш 

ТаЕииъ образоиъ высказанное положение доказано во вс^хъ своихъ 
частяхъ. 

Нетрудно убедиться, что интегралъ ура8НбН1я (21) представить со- 
бою по нрехиеиу д1;йств1е по Гамильтону. На саномъ Д'Ьл'Ь, изъ уравнен1я 
(21) сл4дуеть: 

Но по ('231 и по {А1) § 201: 

1=1 1=1 

откуда наоборотъ 



(II ~ <Л ' 



^=^{т-\-Щ(и. 



примеры: а) Для двпжен1я, раземотр4ннаго въ конц-Ь предыдущато 
параграфа, уравне]пе (21) будеть: 



+ 1(г) + 1Ш--=»- 



Легко убедиться, что составленное нами раньше выражен1е (20) для 
1Г этому уравнен1ю удовлетворяегь. 

Полный нптегралъ уравнен1Я (29) опрсдЬлныъ, зам'Ьтивъ, что л'Ъвая 
часть уравнен1я не содержитъ иерем4нныхъ ^ и х; поэтому мы вь правй 
положить 



д1 ^ ' 'дх 



= аг. 
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Тогда изъ (29): 

» сл*д. искомый полный ннтегралъ: 

Ж=,, + .,(+а,» + |,/2^(.,-Н1±??!) ; (30) 

Интегралы совокупныхъ: 

х" = О ; у" =д; 
по (22) и 123) вапиш1^я такъ: 



2а, + °: 



'■-/II/- 



б) Для системы, состоящей ааъ п точекъ съ ыассаыи т« и отнесенной 
къ декартовымъ координатаиъ, уравнеп1е (21) по (17) § 200 будетъ: 

в) Для сферическихъ координатъ (р. Ер, '{'), опред'Ьляющнгь полояен1е 
ТОЧЕН массы т, уравнен1е (21) но (18) § 200 ил^оть форму такую: 

д1 "*"2»» ЦЭр / ~*~рМ9=р / "•" р^вш^^ Щ) \ ^^~"- 

;а точки равна единицЬ, а С/= — , т. е. нача 
1ть точЕу по закону Ньютона. Тогда уравнен) 



Пусть масса точки равна единицЬ, а ТТ^ — , т. е, начало коорди- 
натъ притягиваеть точку по закону Ньютона. Тогда уравнен1е приметь 
ввдъ: 
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Переменный ^ и '1' явно не входить; поэтому по.1агаенъ: 

гд'Ь а и у — постоянный. 

Въ такоиъ случае уравнен1е съ частными производными можно пе- 
реиисать такъ: 






Если теперь положимъ 

1 1д^\ 



повой постоянной, то къ найденнымъ ухе значеЯ1яз1ъ частаыхъ производ- 
ныхъ главной функщи присоединяются еще два: 






н сл*дов. полный интегралъ 



346. Характернетнческая фуякц1я Гашльтояа. Положимъ, что 
данная ыатср1альнан система консервативна; тогда по (34) § 201 однимъ 
изъ ивтегра.10въ движенш служить интегралъ живой силы: 

Н=Ь. (32) 

Интегрирован1е уравнен1й двнжен1Я системы консервативной можно 
вести по п,1аиу, изложенному въ § 199; т. е. сиача.1а определить гео- 
метрическую сторону движеи1я, проинтегрировавъ систему совокунныхъ 
ураБнен1й Якоби (64) § 199, а зат^ыъ время ввести квадратурою (65) того- 
же параграфа. Изъ такого хода реи1ен1я ясно, что одна изъ пронзвольяыхъ 
постояивыхъ, скажемъ 1^, ножеть входить въ интегралы движения не иначе, 
какъ составною частью двучлена (I — {^. 
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Означинъ главную функщю (4) для нашего днижен1я через'Ь ТГ и 
разсмотринъ новую функц!») «Ь', такъ связанную съ И'': 

8=П'-\- Н{1 — }о). (33) 

Съ помощью витегра.1а (32) можно вовсе исключить время иэъ правой 
части (33). На саномъ л'С^л^, постоянная /г функщя постоянныхъ /ц^ и /ра': 

постоянная 1^, по сказанному выше, сюда входить не будеть. Если съ 
помощью ураввен!й типа (10), которыя въ яастоященъ с.1уча'Ь ии1!югь 
видъ: 

исключвмъ и:п. ^ нйЧй.1ьныя скорости, то получимъ 

Когда найдемъ отсюда значеН1е для ( — /„ и вставияъ въ (33), то и 
получянъ 5 какъ функ|Ою оп> /ц, а также постоянныхъ ^^ и А: 

8 = ^о»с^(^,, ,„,, к). 

Функщя &'. выраженная такимъ образонъ, носить назваше функпДи 
характеристической. Легко видеть, что характеристическая фувкцш, 
подобно главной, представляетъ собою ничто иное, какъ особую форму 
д|1йств1я по Лагранжу. Действительно, по опрвд*ленш (33): 

если приненъ во внимание уравнение (32); отсюда по (4): 
1 I I 

8= ((Г+^О'^^ + Л {'И= \(Т-\-1Г^/,)<Н. 



Но в^дь 
следовательно 



Л = Т ^ Г, 



,У = Г -гТ^Н ; (34) 

'о 

причемъ время изъ этого интеграла должно быть иск.1ючено съ помощью 
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уравнен{я (32). Прнпонниая сказанное въ § 208, ввдниъ, что ^ ничто 
иное, какъ Лагранжево д1йств1е, соотв*тствеииымъ образомъ выраженное. 
Составить выражен1е для характеристической функции съ помощью 
интеграла (34) можно еще такимъ иутемъ. По (39) § 208 5 можетъ бьггь 
представлено интегралоиъ: 

Эп 

8 = 2\ Ра(ц. 



Пользуясь интегралами системы совокупиыхъ уравиеи1й Якоби (35) 
^ 208, выразимъ по (56) и (63) того хе ппраграфа подъинтегральную 
функщю Р черезъ независимую координату ^^ и иостояиныя произвольный, 
зат^мъ возьмемъ квадратуру; тогда получпмъ 

8 = /■опс^(^,, 5,0, ^^о, ^уо^ Л); (35) 

гд* ^' = 2, 3,...и; а /:^о = (^) по (54) § 208. 

Ксли теперь постоянный ^:^■^, съ помощью интеграловъ двихен[я вы- 
разимъ какъ фуикц1и оть ^1 ^ ?;,■■- ^н . ^^(,, 9го < • - - ^по . ^ и вставимъ въ 
(35), то получимъ искомую характеристическую функщю. Вся разница 
второго пр1ена оть перваго состоить въ томъ, что ыы въ послЪднеиъ 
случае исключаеиъ время ^ изъ интеграла (34) прежде, ч^мъ производимъ 
само интегрирование. 

Связь (33) характеристической функц{н съ главною устанавливается 
изъ сл^дуюш,вхъ простыхъ сообрахен1й. Когда матер1альпая система кон- 
сервативна, то въ уравнвн1е (21) для главной функцЕи время ( явно не 
войдетъ, такъ какъ оно не входить явно въ функцш Н. Поэтому при 

9И'' 
интегрироваши уравнеи1я (21) можно принять производную -^^ равною н*- 

которой постоянной о; тогда интегралъ уравиеи1я (21) будетъ имЪть видь: 
Ц'':^^^^-\-^, гд* Ь фуииц1я только координатъ ^^ и, конечно, ностоян- 
ныхъ произвольныхъ, удовлетворяющая уз)авнен1ю: 

а-\-Н=0. (36) 

Отсюда заключаемъ, что разность ^V — а1 = Ь не зависитъ оть вре- 
менн; загЬнъ постоянная а == -тт- , но изъ (21): -^ = — -и. а по инте- 
гралу ясивой силы: Н=^Н\ следовательно 

я = — А. (37) 



0|д11|; 
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Таквыъ о(|разо]1ъ г приходииъ кь функцш 

а эта фуыкц1я отъ 5 отличается лишь на постоянную, 

Свойства характеристической функц1й вполн'Ъ аналогичны свойствямъ 
главной. Дифференцируя равенство (33), получаемъ: 

= ЙИ^-|_ А г* + и — /,) 8Л = 

Коэффищентъ при 3^ по (21) и (32) равняется нулю; сравнивая 
Еоэффвц1енты при прочяхъ дифференц1влахъ, ни'Ъеиъ: 



Отсюда по (17) и (18) для пронэводныхъ характеристической функнш 
устаиавлвваемъ сл^дуюнця значен1я: 



(39) 

ЗА-' '•■ 

Если въ фувкц1И я импульсы р1 занюнить по (39) производными 

т— , то оодтчпмъ частное дифферевц1альное ура8нен1е, которому удовле- 

творяеть характеристическая функц1я и которое зам^няеть собою (21) 
для главной функ1ии: 

(40) 



Нетрудно вид4ть, что уравнен1е это ничто иное, какъ (36), если 
вспонннмъ (37). 
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Такимъ образоиъ, если наЦденъ полный интегравъ уравнения (40), 
солержащ1й п — 1 постоянныхъ произвольныхъ «1, а^, . . .а„_,, крон'Ь 
аддитивной, то на осЕОван1и (22), (23), (38) и (39) можно утверждать, что 
равенства: 

(41) 
(12) 

(М) 

гд* р1 , {!2,. .. ^,._1 -новый постоянныя, дають полную группу 2« янтегра- 
ловъ движешя данной хатер1альной системы. 

Заи'1^тииъ зд^сь, что полная группа интеграловъ для ураввся1й дви- 
жен1я Якоби (64) § 199 будеть дана 2и — 2 уравнен1Ямп: 

<18 ^ д8 ^ 







■■9а._, -'" 


Й8 

% = "■■ 







8« 


= Р 







(«) 



л[ = '''-^'- 



На самомъ Д'Ьл-Ь, иипульсы ул, по (2) § 200 для системы консерва- 
тивной будутъ однородными (а, = о) линейными функц1ями оть скоростей, 
СЛ11Д0В. рядъ отношея1Й: 

содержитъ въ себЬ только координаты 1ц и производныя 

■' 'кх Чу! ' 
по обозначен1ямъ (54) 1^ 199. 

Если же перейти къ уравнен1ямъ Лагранжа (1), то добавочными 
интегралаии служатъ — интегра.1ъ живой силы: Н^ Л, или любой изъ 
группы (42) и равенство: 

заменяющее собою квадратуру. 



с1ЬуС00^1с 
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Прин'Ьры: а) Двн2ен1о тяжелой точки массы =: 1. Припоминая ваЯ- 
ленное въ {^ 244 значен1е (20) дня главной функц1и ^V, им^юиъ: 

«=И^+« = 4|2Л + <^' + <-5^' + .&+!/.)-^^'}- (45) 

Отсюда надо исключить ( съ помощью уравнени! (З^), которое для 
взятаго случая нм'Ьеп. видъ: 

если полохимъ: 

Р = -Л + д(1, + „.); (^= = 9М(»^~'.)' + (.У-».)Ч- т 

Пользуясь (46), выражен1е (45) моженъ видоизменить такъ: 

«=* Г2д+1,(г,+у.)-г^1 = I (^-^') • т 

1М;шая уравнение (47) относительно 1^, получаемъ: 



( = ^(1/Р + «:^СР-У). (51) 

Подставляя нзъ (50) и (51) въ (49). находимъ 

Л' = ± (у'Р+Я ^ \/Р^^) (^Р^ У^Р'- - в=) = 

=з^{(Р+«''■=:(^'-«■'•[ = 
= ^{[24 + г(!/ + у.) + я/(« - ^.)=+ (у - II,)'] "± 

:^ [и + !1(!/+У.)- 1/\'Гх''-^Г- + 41- 1/.)'\ '[ • ''*'^> 

есля вставить значен!е Р я ^ вт. (4Н). 
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Вторымъ способомъ характериствческую фуикц!Ю на&демъ такъ. 
Вычисляемъ д*Йств1е до Лагранжу: 



«1: 

8 = 2 [ 



Р(?д, , (58) 



.<11=гг, Р=-^V^(й^у^-А)(1Ч-^■^) (54) 

какъ мы уже нн^ли въ 11рии'!^р'Ь § 199; таиъ же было равенство 

1 + ^-'= 1^+\, ^ (55) 

тхк Л^ пролзвольвяя иостояввая; ова, какъ легко видеть, сл^дующиыъ 
образонъ зависитъ отъ начальвыхъ условий: 

4^ = (?г/.+А)уф^.. (56) 

Подставляя изъ (54) в (55) въ (53), аахо;1ИМъ: 

Для облегчен!я интегрировал1я вводинъ новую перенЪнвую, полагая 



(^да + л — ^' = 5- 

Тогда 

С 

я = -^|(:'+^')й=^|^Р'-«+А=(;~:.){. (5?) 



Изъ прнн1>ра § 199 ни'Ёенъ сл^дуюв11Ё внтегралъ движен1я: 
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Бсдп постоянную в выразинъ черезъ начальныя услов1я, то получииъ: 



(58) 



Съ другой стороны нзъ очевиднаго равенства: 
по (,58) им4е11ъ: 



Крои^ того тождество 



даеть намъ но (58) и (59) уравнение: 

Д.1Я опред1'.лен1я постоянной Л^ какъ функцш отъ х, у, х^^, у„ и Л, такъ 
К9къ нзъ (56) очевидно, что ви'Ьсто иск.1ючснш ^ф мы ложемъ исключить 
Л, функц1Ю к^. 

Р'^Ьшая написанное уравнен1в отпоснтельяо А^, находимъ: 



если сохранпиъ оЙозначен1я (48). 

Выражеи1ю д.1я 5 (57) иожемъ дать вндъ: 



~'' А' I {х — х,У "•" 48.1= I 

(гли п])11:1С11ъ ВО внпиян^е равенства (58) ц (59). 
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Вставивъ сюда значен1е для Л изъ (60), получимъ опять: 

«=^| (-?+«■'■:= (-?-«■'■[■ 

ЧТО согласуется съ (52 '. 

Чтобы не повторять двонныхъ знаковъ, остановимся въ форнтлЪ (52) 
на плюс^ и составишь выражен!)! .для н1;которыхъ производныхъ отъ ^. 
Им1;емъ по (43) для /„=0 

^ = ^■(|/КГV + ^'Р^^) = (. (61) 

ЧТО совпадаетъ съ (51). 
ЗатЬхъ по (39) 



Но из-ь (61): 



9(.УР+У-УР-^>_ 1 



следовательно (62) даетъ 



(63) 



что мы их'Ьлк вч> (19). 
Производная 

По (61) и (63) находнмъ: 



2 ( 

Уравнете съ частными производными (40) будить: 
1 1Щ' , 1 (дЯУ 



0,0И|геаЬ,СОО^1е 



гл. ХХХ\Т § 246. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ ФУНКЩЯ. 

Такъ какь по (о2): 

то сунна квадратовъ этихъ производныхъ будетъ 

что по (48) равно 

23У + 2Л; 

другини словами выражен1е (52) служить интегра.10нъ уравневЫ (64). 

Если уравнение (64) проинтегрируемъ непосредственно, то найдеиъ 
такой полный нитегралъ: 

, 21/2«/ . 2А — а,А 
'^-^'+''" + -Г-1''+^Г^; - (65) 

Равенства (41). (42) и (43) легко лов1;рнть; наприн^рт 

Э.5 , /■^ , / , 2/. -а,' , , 



6) Для движен1я по закону Ньютона нзъ главной функц1и (31) по 
(37) .югЕо составляемъ характеристическую: 



5 = ,.+ Ф,/2>+^.гту^2р-^^ + |^Р|/а^-Й+й. 



(66) 
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Главная и характеристическая фуннц1и для несвободнаго движен1я 
въ координатахъ, связанныхъ условными уравнен1я11И. 

•аЧ. Предвярительиня зан'Ьчав1н. Вопросъ объ определены дви- 

жен1я несвободной матер1а.чьной системы безъ неиитегрирующихсл связей 
съ помощью совокупннхъ Д1гфферен1цальныхъ уравненП! иожеть быть 
р'Ьшенъ дволкимъ путомъ: или иитегрирован1омъ уравнен1Й двал;ен1я, со- 
держащихъ множители связей,— а ииепно уравнен1й Лаграижа иернаго 
рода (§ 186), когда система координать декартова, и уравпеп1й анплогич- 
ныхъ иазваянымъ, когда система координать произвольная криволинейная 
(§ 197), — ИЛИ интегрироваи{енъ уравпеп1й лвнжешя Лагранжа вто1юго 
рода въ незавасимыхъ координатахъ (§ 198). Посл+днш уравнен1я 
быстрее и непосредственн'Ье приводить къ ц'Ьлн; въ ннхъ число перем'Ьн- 
ныхъ доведено до над-чежащаго ыинвиума, поэт-ому и произвольиыхъ по- 
стоянныхъ 1:нтеграц1и ровно столько, сколько сл1;дуетъ. Интегрировап1е 
уравнен1Й съ множителями значительно сложнее: число перем1;нныхъ въ 
нихъ иревышаеть необходимое, а потому и число постояиныхъ произволь- 
иыхъ ннтеграц1и больше, ч-Ьнъ нужно для искомаго двилюшя (§§ 123, 
125, 186, 197). Но зато дв11Ж0Н1е системы оиред^ляется полн-Ье — стано- 
вятся известными, не только движеик системы, но и реакци', оказываемый 
связями иа систему во все время движен1я. 

Въ предыдущей глав^Ь мы видели, что ннтегрирован1е системы сово- 
купныхъ уравненЫ въ независимыхъ координатахъ можстъ быть зам'Ёнено 
интегрироваи1емъ одного уравпон1н съ частными производными. Есте- 
ственно рождается вопросъ, нельзя ли а для уравнен|И движения съ мно- 
жителями установить подобную же связь съ иЬкоторымъ частнымъ диффс- 
ренщальныыъ уравнен1еиъ, прн чемъ, конечно, можно а рг10п ожидать. 
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что, съ одной стороны, 11нтегра1йя ;>того уравнен1я оь пагтнымн произ- 
1ЮД11ЫИ11 вводогь .ипннЫ ПОСТОЯННЫЙ, а сь другой — дат. что либо, имбющео 
отношен1е къ !1оакц1ям'ь связен, Р1-.111ен1С)гь поставлеинаго вопроса и 
;!аммемс11 вт. настошцеи г.1ав+>. 

248. Глявнвя функц|я въ коордннатахъ, свазанныхъ условяник 
уравиен1яяш. Пусть положен!)' натер1йльиой снстеиы оиредЪлястся и 
координатахп (/| дтя (=1, 2,...«. и нусгь система эта подчинена к 
дш|к||0реи1иа.1ышиъ пнтРГ[1Н1>ую11и1нся гля:)}|и1.. оГищй тнпъ когорыхт. 



•-^4""'+# = ": -=1.2....*. (,) 



л 2^ 



Иначе у|>аВ1|сни1 гвя;»^! з|о:к|ш написать 

*-, = (■,, (2) 

гд* С\ — ностоннныя цроинвольныя. Функн!» .Р, содержать аргумонтамн 
'/( и I- 

Псюжинъ да.1-Ье, что силы, нридоженныя къ спстей*, им-Ьмтъ по- 
тенщалъ; силовую функцию означнмъ черезъ Г/. — она можеть содержать 
явно время. Если живая сила системы — Т, то уравиен!я движен1Я по (ЗЗ) 
15 197 напишутся такъ: 

Какъ ИЗВ11СТК0, множптг.т \., отгредЬляютсн какъ функ1Ц11 огь ско- 
ростей, коордпиатъ н врсноии при помотн уравн('Н1Й: 



Совокупный уравнения П1-рваго порщка, союзнми вышепрнведеннымъ, 
по {-28). (■>!)) и (31) й -<" ни^ютт. видт,: 






.11 '~ «л ■ 



0,ОИ|геаЬ,СОО§1е 



50 ГЛАВН. Ф>НКЛ,1Я ВЪ ЭДВИСИМ. КООРДИНАТ. ГЛ. XXXVII § 248. 

Множители '*у, союзные множителямъ 1^, слушать корнями урав- 
нен 18, союзныхъ (4). Такъ какъ уравнен1я союзный (1) йудутк: 






''■ '^+'^'-^>■ 



то уравяешя. союзным (4). будуть инЪть видъ: 



Ш ^9* ^ Зу, с*ру (И ' * 



Зд*сь черезъ Фу означена функц1Я аргументовъ /»,, (/, и /. Ксли въ 
уравнешя тика (7) выпето иронзводныхъ ;^ вставить ихъ выражен1я изь 
(5), то и получинъ к уравнвп1ё для опред^лен1я /: множителей )у, как1. 

фуНКцШ ОТЬ Р1 . (/( и (. 

Интегралы уравнен1й совокупныхъ (3) или (5). если принять во вни- 
иан1е равенств» (1) или (2), содержать въ се64 (§ 197) 2»( — к постоян- 
ныхъ нроизвольныхъ, а именно: 2п — 2* ностоянныхъ -^1. Лг-- ■ ■ '*гя- »- 

введенныхъ интегра1цею, да еще к постоявныхъ С^. С^ С»; сл'Ьд, ко- 

нечныя уравнен1я движен!я будуть им'Ьть видъ: 

^^=^^{^. Лх, Су); а=1, 2....2и — 2*; V = 1, 2,...^-. {Н) 

Д*Ёств1е по Гамильтону Ж отъ н1;котораго начальнаго положен1я 
системы, соотв^тствующаго моменту /„ и координатомъ ^(и, до н*котораго 
конечнаго, соотв1тствующаго моменту I и коордннатпмъ ^^ , выразится 
интегралонъ: [' 

ч 

Для выявслешя этого интеграла прелсде всего опрод4ляомь произ- 
вольвыя постоянныя Ах и С^ коночныхъ уравнен1Й движон1я (8) по на- 
чальнынъ координатамъ ^^„ н начальнынъ скоростямъ ^^^. г^ам^тнм'ь 
зд1>сь, что только и — 1с начальныхъ скоростей д;,' мотутъ быть заданы 
произвольно, — остальныя же к скоростей опред'Ьляютгя какъ фуякц1и оп> 
^ и ^^^ изъ уравнен1Й (1), которыя должны бить соблюдены и для началь- 
наго момента. Такинъ образоиъ 2и — к уравненЕй для вычислен1я прои;»- 
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1«).1ьнмхъ постоянныхъ будутъ по (8): 

(10) 
( = 1, 2,...»; >= 1, 2. , .." Х-. 

Всгавивъ иолучеыныя значен!я л-1я А^, С^ въ уравнешл (Ы), выра- 
;н1мъ ^^ я (/(', какъ функции оть 2п — к-\-2 аргументовъ ^, 1^. ^^^, ^'/,: 

(И) 
А= 1, '2,...и; (1 = I, -Л.-.и — (Ь. 

Понятно саио собою, какъ это уже было нами подробно разсказани 
въ § 243, в иитегралъ 1Г (9), въ силу равенствъ (И) представится какъ 
4)|ункц1я тЬхъ же 2н^/.-|-2 аргументовъ: 

^'=(те^{и /„, ^^^, ^^^^)•, г=\, 2,...»; >=1, 2,. ..и — А. (12) 

Но изъ выражвн1Й (10) и (6) вытекаетъ, что п — к начальныхъ 
<'коростей можно, вообще говоря, выразить функц1ями отъ I, ^«, ^^, «/{д. 
<'л*довательно и само Ж можно, если пожелаемъ, раэсматривать какъ 
функцию 2и 4" 2 аргументов-ь I, 1^, 51, 51о - Только но сл'Ьдуетъ забывать, 
что не всЬ эти аргументы произвольны, а именно: между '1п-\-2 аргу- 
иентани по (2) имёютъ м11сто к зависимостей вида: 

Кк'^ О- ^'.('/1.- М=0; >= '■ 2... А-. (13) 

Д-11йетв1е ^V. выраженное такинъ образомъ, можетъ быть но аналог!» 
названо главною функц^ею д.1я несвободная лвнжен1я. 

249. Производная главной функции. Чтобы раскрыть иехавичс- 
ск|Ц сиыслъ производныхъ главной функцш, состав.мемъ опять по при- 
меру § 244 выражен1е д-чя вар1ац|и Ж, рааематривая № по (12), как1. 
функц1ю оть I и 2» — к постоянныхъ зю и 9/о'. 

Считая ?„ даннымъ чисюнъ, имЬемъ: 



(г^? Г (74 г),11.Л{гт-{- 



так1. какъ тогда пред!;.!» оть постоянныхъ нроизвольныхъ, но 
пар1ируеиъ, не эавнсятъ. 
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Огсюдя а1111;[11[[енно тяк1., кан'г. въ 4) 244, иолучясм'г.: 

ПослМни! иитгтрп.п., п. помощью у11а1!и«:>л1м дт[Ж(.'1П11 {^), иреоЛра- 
;|у(;>1ъ такъ: 

Гумяа 
поэтому, производи ннтег|)И1юван1с' по частимъ, им1-.енъ: 



(1о) 



'<:.1И 11(1Л0И;11М'Ь 



л, = - I Х//^ (1«> 

Но, какъ бы мы и)1 мЬимли иро11:{нольны11 нос'шинныв. равенства (1> 
должны Йыть выполнены, слЬд. 

Прниимал во вниман!с тождество: 

III • III 

уЛЪждаемгя но (17), что поолМнЮ ннтегралъ въ выражен!» (15) равонъ 
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нулю, и сл1;д. н^гь (14) им'^енъ: 

.■=.1' > = 1 г^!"- «=.1 '"-' 

^Значскъ ну.и. отмЬчш'П., чти ^-итиПп-ш^нноя 11('[к'м+>яно» дяно на- 
чя.1ьнт' аначеп1Р (д-ш / = /«). 

Кгли в-ь (||унк1ии Ч' яцгулппы I|^„' намкнниъ аргументами ^^■, то 
вы|1ал>Ч'И10 (1к) и иродставип. гибою д|[ф||1ере)|](1алъ фуккцш И', взяты)! 
въ ;1тпм1. гмыстЬ. иричонь, ноиечш», ^ Н)" изм-Ьниоп'Я. По, какь мы ви- 
д11ли, аргуиситы гц и /д„ но иошвислмы друп. оть друга, а подчинены 
|)Япо|1гтвп11'1> (1Я). «'.1'1;д. и Д111||ф('|}еи1[1а.1ы 11X1, Ь/ц и Ъ</,„ гвяканы угл0111)1ми: 

1%:'--%с^>-": -'■-■■'■•■ ("О 

Положимъ, чш п. 111111011и>ю уравнснИ! {I',)) к- колич1'ствъ <1и), напр. 
^/,у.'^^,„■..'^^„ иеыючоны нз(. И'; тчл'да оа'ав1И10СН 2/' — к аргументовъ 
Лудуп, ужо не:1ави('инынн. и сл1'.д. иъ 11Ы|)ан«>н1и: 

;=1 7=Г+1 

нс1'. диф||)брс'Н11!алм сивершонно н1Ю1[:№ольны. 

Хчя НСКЛЮ-1РН1Я аавнсимыхъ днффрцошцаловъ 3</,ц, ^йм'--^?» "^ 
правого части (14) восиользуомся сиособонъ множнтелей. Каждое иэъ ра- 
веиствъ (19) умножармъ на н1'.кгт>р|.П1 множитель В, и зат^мъ прибав- 
ляешь къ ирапой части (18). Ич'Ьемъ: 



_.Д|„.+|^,д,.+В,(^)|,„.. 

0,ОИ|геаЬ,СОО§1е 



51 ГЛАПВ. ФУНКЦ1Я ВЪ ЗАВИСВИ. КООРДИНАТ. ГД. хххш § 249. 

Очевндво, мы можеиъ к иножвтелянъ В^ дать таЕ1я иоетоянныя 
значен1Я, чтобы коэффишевты при к зависвыыхъ дифферевц1алахъ обра- 
тилвсь въ нули. Дал'Ъе взъ (16) ясно, что В, можно счвтать соотв^Ьтствевво 
выбранною постояввою провзвольною, которая ыожегь быть првбавлена 
къ неопред'Ьлевному внтегралу: 



1\<ч, 



такъ что предыдущее равенство въ этоиъ смысле нежно переписать такъ: 



Сраввиван теперь съ (20), выводвмъ; 






(23) 



Должно заметить, что равеаства (23) справедливы и для ^=: 1.2,.,. А-, 
так'ь какъ для этихъ значковъ и л^Ьвая, и правая часть обращаются въ 
ну.1ь. 

Равенства (22) в (23) даютъ 2и — А зависииостев между п количе- 
ствами 21 , п количествами ^)( в п — к постоявными ^^^ , п — к постояв- 
ныыи ^/, и Ь постоянными Л,« . Если присоединить сюда еще А: равенствъ 
(1) въ нхъ союзной форн^Ь (6), то 2« травяен1й (22), (23) и (6) предста- 
вятъ собою полное число равевствъ, 011реА11ляющихъ движев1е матергальнов 
системы, такъ какгь съ понопц,ю ихъ мы ножемъ найти ^^ какъ фунЕцЕю 
времени и 2п — к упоаянутыхъ выше постоянныхъ провзвольныхъ въ 
форм^ (8). 

Множители Лу , фнгурирующ1е въ равенствахъ (22), въ виду зависи- 
мости ихъ (16) огь множителей Лагранжа, всего естественнее назвать 
импульсивными множителями свяяеб. 

250. Чаетвое днфференц1альное уравнеи!в для главной функц!». 

Изъ выражен1я (9) для ТГ им4емъ: 

!^=Т+К (24) 



0,0И|геаЬ,СОО^1е 



гл. ХХХП1 § 250. ПДВН. ФУНК1ЦЯ ВЪ ЗАВИСВН. КООРДИНАТ. 

Но в1>дь 

ля- _ аИ' Г! 81Г ,_ 
,11 " в! +2( а?! *' ~ 



;=1 .-1 га 

«-ст приненъ во внинан1е (22). Отсюда во (1): 



Сравнивая гъ (24), вкдимъ, что наеденное въ иредыдущенъ иара- 
графЪ выражев1в ;ця ТГ служить интеграломъ уравнен1я съ частными 
нроизводЕыни: 



1к'4г+1>"^'-~^'' 



нлн по (31) (^ 201 



^-2л.^+« = 0, (25, 

гд1; въ функц1|| Н иипулы^м р, должны быть по ('22) заменены частныни 
производными ^ и мяожителяин Лу; сани же пнпульснвные множители 
должны быть выражены какъ функцш отъ ^ № и -г— съ помощью ра- 

венствъ типа (6), куда вместо импульсовъ предварительно вст&вл<-ны нх1. 
выражев1я (22). 

ДоЕажемъ теперь обратное положен!е. Пусть ин^емъ частное диффе- 
ренщальное уравнен1е (25), состзвленвое такъ, какъ было объяснено выше, 
и пусть мы знаемъ полный интегра.ть Ж атого уравнен1я, содержащ1й и 
иостоянныхъ произвольныхъ а,,, из,... л,, крон* аддитивной; положимъ 

гдЬ Р( иовыя произвольный постояивыя; тогда эти уравиен1я (26) въ со- 
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Й(1 ГЛАВН. ФУНКЦ1Я ВЪ :1ЛВ1ПИ11. К001'ДИНАТ. ГЛ. XXXVII 1:; 250. 

('ДПНРН!!! РЪ II у [ШВНОН 1111111 (2-21: 

1111сдгшннгь С1>б01ч 1|нт(ч'[)ал|>нмя у|)авнон|1| хш С11СТ1ИЫ сопоктияых'г.: 



гП (12'* ' 



(28) 



2, <« *;, *- ' 






Вт. 1)авснствах'ь (27) множители Ау с-.эужатъ ксфнлми к урнннопи 
тииа (6), II стЬд. будуп. ф\ннц1я11и отт. Л 7|- -т- ■ И;1ъ \1)авне1ий (2»1 
множители —гг должны оытг. исключены нрн нонощи-уряиноти 



(И 



<т 



кщ 



^аи'Ь'инъ ир*'два1)1ггельио, что, еглн въ уравнен!^ (25) встпнниъ 
значеи1е для 1Г, то оно о'^ратнтся въ тол(дество. Точно также и равенства 
(6) тождественно становятся нулями, если вместо мпожитрлеп Лу вставить 
нхъ значен1я. 

111)0диф1|]е]]1'ни1111усмъ каждое н;П. равРНствъ (26) п<^ времени; им*еМ1.: 

^^ +у :^к /к1^„. ;=, 2 „ .,1, 

1=1 

Днффрренцируемъ тсш-рь лЬву*) часть (25) по эц: 

а'1Г VI й*; ал, V — Й!:* — I 

8а, Л 2л И ■ ва, + 2( <Ч'1 ' «* " 

—1 ^-1 

Ко И31. (27): 

<^- _ 8^ Г1 ^)^; йЛ, 
()я, ^^<]^да^ 2а "^1 ''л, 

их , . 8^; в*; 

Ноздъ нами принято въ сообрааэтпе, чтх) -^ и ^ — отъ постоян- 
ныхъ.а, НС :)ависнп.. 



аь,Соо§1е 



гл. ИЬУ1\ ^ ^.^^ -'ПИСИМ. КООРДИНАТ. 

"""'Д-Х'— *>У '■' ^"'"'^'"■»^■. 

Л-111 1!Ъ силу (В): ' 1^" 

Изъ (31) II (З-^) заоючаемъ, что 

Л/у _ л» 
<11' - й,., • 



1-.«, 



2, " '"■ <<г-_ [ *(, )' <и, \ Ц, I ■ Л. ^ 9,. ] 

Ж' можегь 11авнят|.ги ну.1К1 (§ .24."»). 

Чтобы доказать второа рндъ формулъ (293, -ДифФ^ронциртри'!, 
равонства (27): 

и А 

.1=1 '=1 

- X *• 2, лфа, ■ л " 1 ' л** ' <■"' 

у=1 .у = 1 у_1 

Дифферспцнруомъ еще (2.^1 по <]С. 

(РЖ ^ д^ Г1г)*;(Муяй */_1_|!^_„ 

'^<^'И 2^ ^ дш,'^^' ' 2л '^ <''Л 2| (*/'> '*'/! '*7| ^ ' 
у-1 у=1 ^=^ 

Но. таь-ь какъ нзъ (27); 



— . ., ^91^'и 

.-1 у-1 



9(7( 3(/(Й5у ^ ()5( 9|/у ^ д 
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Й(1 ГЛА.ВН. ФУНЮЦН ПЪ ЗЛВП1 ЧГи. КООЕ'ДИНАТ. гл. XXXVII § 250. 

0Д11КР1ПИ ръ II у[1Пвне1П}1и|[ {±>У. 

11|1ед('Т!1вятъ собо»! интстрпльнЕля у1)авнен111 для системы сопокуцныхъ: 

* = ^: (-28, 

III 0,1, ^ III Ал *" ' 

>=1 

Въ 1)ав('нетвахъ (27) мнижнтслн Лу служагь корнимн к- урйннон!!! 

((Д. 
множители —77- должны ОЫТ1. н<'клюЧ('ны при номощн-уранпони! 

1РИ, 

Зан'Ьтинъ 11ррдва|)1ггельн11, что. если вь у|)авноню (-25) встаиимъ 
значен!»? д.1я 1Г, то оно ооратнтся аъ тоадество. Точно такжо и равенства 
(6) тождественно становятся нулями, рсли нм^сто множителей Л» вставить 
ихт. значен|я. 

Проднффр^к'нцирусмъ каждое и:(ъ рявепсгвъ (26) по времени; имЪонт>: 

(31) 



./=1 
Дифференцируемъ теперь л-Ьвуш часть (-25) по «( 



геисрь л^бвув! часть 

у 01\ д\^ V — ^' — (I 

/^ д/ да, "•" ^ (^]/^■ дл1 






Но нзъ (27): 

т 
пыхъ.а( не зависятт,. 






с1ьуСоо^1с 



гл. ХХХП1 § 250. ГЛЛВН. ФУККЦШ ВЪ ЛЛВИСИМ. КООРДИНАТ, 

Изъ нредыдущих-ь двухъ выряжен1й иолучаомъ: 






Или 1ГЬ <-1[лу (Н): 

д'}У , у он '|■^^V 
=1 
Изг (31) и (32) зак.'1ючаемъ. 



(32) 



тшл. кагг., >ч'Л11 в;1нто(' [([.итпс Ж полны» 11КТ('г]1ал1., то <>11))(>д1'.Л11Тсл1. 

2^ ~ ' <*а: 1^ <)ч, ) ' г'я; \ 3,/г ) г)а,. \ (*у„ ] 

не ложетъ рлвкятьгя нулк» (§ 24д|. 

Чтобы диказать втору!) рнд1. формул-], (29), диффгрониируемъ но / 
раврнствя (27): 



'// ■" ИЮг/^ *2^ (>Ч\Оч/ '" 2л '" (>Ч1 
./=1 у=1 



Диффе1к'пцируемъ епге (25) по //( 



>=-! >=1 7=1 

Но. так'ь хакъ лз'ь (27): 

1с к 
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58 ГЛА.ВН. ФУНБЦ1Я ВЪ ЗАВНСИХ. КООРДИНАТ. ГЛ. ХХХГ11 § 250. 

и) нолучаемъ: 






(вкладывая полученное выражен1е съ (34) и принимая во вннз1иы1е 
(6) и (33), находннъ: 

ги ~ а»/, 2* ^^ ' % ' 

что и ин'Ьлп ВЪ виду получить. 

Остается только показать, что мношители — ,,- иснлючаются съ по- 

мощью уравнен1й (30). По условш, иипульснвные множнтела удовлетво- 
ряють уравнен1ямъ (6). Если продифференцируеиъ теперь (6) по времени, 
то и получииъ искоыыя уравнен1я для производныхъ огь Лу : это будугь, 
очевидно, ничто иное, какъ уравнен1я (7), союзныя, какъ мы уже ви- 
д4ли, уравнен1ямъ (30). Если въ (30) или (7) вставить проиаводяыя 

—т^ изъ (29) и зат^мъ решить полученный уравнен1я относительно -^^ ' 

то найдемъ эти количества, какъ функц1И, только отъ ^)(, 5(, ( безъ по- 
стоянныхъ произвольныхъ 01, что легко видеть изъ зяачен1Й коэффи- 
■Оентовъ уравнешй (7). 

Ирим'Ьръ: Разсмотримъ движен1е въ илоскости двухъ тяжелыхъ ма- 
т<1<р1альныхъ точекъ (.*!, 1/1), (Х2, уа) массъ /«(, тд при данныхъ связяхъ: 

/«1^.,'4-"'2Л-2'=*'; (■1| — Л'2)(^1'-~-Сг') + <г/Г"г/1){У|'— У2') = 0- 

Улля по.10Жсн1о системы будемъ оп1)ед11лять координатами х-,,, у,, 5, ^. 
такъ связанными съ декартовыми; 

ЛГх, = м»! у:г1 -1- И12 ;(.■,; Му, = т, у^ -\- т^ у^, 

. .1/1 — V» 
к^х, — .С; ; (р = аге1д ~ ■ — ; 



с1ьуСоо^1с 



гл. ХХХУК § 250. ГЛАВН. ФУНКЦ1Я ВЪ ЗАВИСВН. КООРДИН.^Т. 59 

то уравнен!я св)1:)ей ножао ваиисать: 

.Г(^С', ; 58«(р = С'(, (35) 

ГЛ'Ь 6'] , С'з постояпныя лроизвольныя. 

Конечный уравиРН1я двнжешя енстемы тяиа (8) будугь: 

(.46) 

Живай 1ила Т <-иетомы 'ия взятыхъ координять представится тавъ: 
■2Т= ЛПх-^ -Ь !/.•') -Ь ^^^ 'Е'' + 25 *д V 5' .р' + 5= '"■■'^'<? ■ <?'*»• 
Силовая функц1я 

'Гакнмъ ойрадомъ сумма Т-\-1' въ силу уравнон1Й (36) выразится 
«■л1.дуюи1ею функц!^*» вромони: 

Т+и= Мд' Р + 2МдЛ,1 + ^ МА,' + Мд Л, + '^ С,' Л,'. 

Если ло.10жнмъ /д^О, то Х1Я Д11ЙСТВ1Я 1Г найдемъ выражон!е: 

Н'= Ш +МдА,Р + (1 МА,'+МдА, + ^ С,'А.^ ,. (37, 

Иостоянныя Еакъ функцш нача^1ьныхъ н конечныхъ коордннхть 
кырахаются сч'Ьдующинъ образоиъ: 



С] = ;«„ ; С\ = Е,й<т -Ре . (ЯП) 

Уравен1я (13) будугь: 

Хс — Ха=^*}; 5 »ес |р — $0 8С(^ (р» ^ п. (39> 

иодставляя изъ (38) въ (37) и исключая двЪ нача.1ьныя координаты 
ръ помощью (39), составинъ исконое выражен1е для 1Г. Первыиъ уравне- 
нйемъ изъ (39) даже не придется воспользоваться, такъ какь функция (37) 
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Г)Г> Г.1ЛИ!!. ФУ11КЦ1Н ВЪ ;иП11( ПЯ. ШЮРДИНАТ. гл. XXXVII 15 ■^•^'*- 

НС С1до|)н;иг[. уже сама по гсб* С,^.г,.„. Итяк-ь: 

■ -Ь".;^^Н=«.,ч^^5-у?^- (401 

Первые чл'-иы этой Оюрмулы впо.ш1. соглагукугея съ (20) § '244, 
что 1ШН11Т1Ю СаМО собой». ЧтоСы |1ПВ-1-.рИТ1. хотя одно ИЗЪ |)аВ1'НСТВТ. (23). 

полчпсляом'ь производную 

(>1Г »), т-, „ , ф ^ — - Ф,, 

г)^„ .1/ ^ I 

как']. ;1То очевидно нвъ (."К»!. 

Составим!, теперь частное диф||1ере1пиальное уравн^'н!'' (^Г)). По (37) 
]()(иул(>сы п> соответственными сиоростнми С8н:1а11ы (швенствамн: 



('■|. иоиошью ;1тих'1. уравненпг функЕ^}! Я 111)едставнтея такъ: 

Уравнен1Я (7) Х1я нзятаго случая принимаютъ нростон вндт.: 

у;, =0; /'3 = 0, (4И 

Равенства (27) нп (85) Лудуп,: 

~1 — ■^^'1'гЛ,: -г — :=^ II..; —-^-:^11,-\-\-ХРГ'р: 

-— = /»4 + Лг с '<•/ 41 .•"■<- <? . 

Поэтому уравнен!}! (41) для опредЬ,1ен1л Л1 и Л; напишутся сл^дую- 
щнмъ образонт.: 



0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 



Г.1. XXXVII й '^'>1- 1МАВН. ФУНКЩ» ВЪ ЗЛННСИ». КООРДИНАТ. 61 

Отсюда окончательны я вы])Я)|;01П11 Д1я 11И11ул1.Р0в1. че|н':(ъ частныя 
производный: 



I с.11;д. искомое' у1)авясн|<' (-251: 



III +2.1/ \Л/, ) + 






(«) 



Легко ион+.рн'П!, чту ф\'нк[(1я (40} смужить нн-геграломъ напнсаннаго 
уравиенЕя. 

Чтобы найти ноиисрсдствонно полный ннтегралт. уравнон1я (4'2), 

дх, 

но входяп. въ уравнонк', гл1-.д. данное уравнен1о можно разбить на нЬ- 
околько другнхъ. а именно: 

гл11 «1, «2. Зз ПОСТОЯННЫ}! 11()о11;!но.1Ы!Ы1Г. Изъ :1тпхъ раш'нггвъ легко на- 
ходим!. 110ЛНЫ11 II нт(Ч1шлъ: 



>М ,— \ 



-''+(;^;+^)'''1 



7 



■ +(зз?^-24'^-''■'''?■ Ч-131 

'^51. Число поетоянныхъ 11роилво:1ЬНыхъ. Мы В1и1-.Л11 (§ 248). 
что, 11|)н |)11шенп1 винроса о дввжен]н разслатривпомо!) гистомы еъ по- 
мощью обыкновенны.\ъ совокупныхъ уравнен!», интегралы .движеп!» эа- 
ключають нъ себЬ 2н — 'И; иронзволЕ,ныхъ поеголнныхъ А-^, если не счи- 
тать к ПОСТОЯННЫХ!. (\, который ВХ0ДНТ7. 11Ъ конечный У()аВ1ГСН|я еВ1!:|СН 

(■2). Между т1-.мъ, сели систему совокунныхъ уравнен1п заменить однимъ 
урависнк'мъ съ частными ироиуводныин {^Ъ), найти гшлнын интегралъ 
уиомянутаго у|1авн1'И1я и ;1ат1-,мъ наипсат!. интегралы дв11н;еК1и в'ь фориЪ 
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62 ГЛАВК, фуакщя въ зависим, координат, гл. хххги ^^ -^51. 

(26), то ш. окончательный результать войдугь 2» постоянныхъ пронзволь- 
ныхъ, а именно: п постоянныхъ а (кром-Ь аядитивной) долженъ содержать 
полный интегралъ уравнен1я (25), да еще « повыхъ постоянныхъ (1 по- 
явятся въ прявыхъ частяхъ ураппе1ий (26). Это кажущееся П1ютнвор*ч1е 
въ двухъ методахъ н постараенся себ* уяснить въ настоящемъ параграф'!;. 
,Ц.1Я сокращек1я вычис.1ен1Й ограничпяся раас110тр'1'.Н1емъ лишь коорд^натъ 
декартовыхъ, хотя заключен1я справед-чипы и для произвольиыхъ коорди- 
ПЛ'ГЪ "). 

Итакъ, пусть система изъ п натер1альиыхъ точекъ мае»"!. »И( отне- 
сена къ декартовымъ координатамъ х,, у,, г1\ (^1, 2, Л, ...и. Впедемъ 
ойозпачен1Я § 197, полагая 

■'^1 = Ем- 2 ; .'/> = 5з1 - . 1 ; ^( = Ь. ; 

прнчеиъ, конечн(1, 

Мз(- 2 = »"3( - 1 = ""з; = '"1 . 



такъ что напр. живая сила 

Т-. 



У^АР. 



2 _ 



Пусть на систему наложены к связей (2); 

-Ру(^„ Г)~С\:- 4 = 1, 2,...*; г=1, 2,. ..81 
Въ такомъ случа! уровнен!© (25) будоть им-Бть видъ: 



9/ 2| ' ^' ^ 2 Х^ М1, \ аз. 2ш1 ^''' I 



= 1 »=1 

гд* с/ силовая фупкщя, а множители Л| , Лд , . . . Л^ по (6) п (27) найдутся 
изъ к уравнен1й: 

^+[1ГД1=Л,№^',1 + Д,|Л^',| Ь- +А,[П*'.|; у=1, -2... Л: (4в) 



I.^й| = у^М.^^. ,«, 



») ('и. Г. Сус.ювч., ,Объ уравирш'ихь о- частными 1>;>0113нол[|ым1Г .тля песво- 
(■(■лнаго двнжерил". СиР. 1883. 
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гл. ХХХ>11 § 251. Г.1ЛВН. ФУНКЦ1Я ВЪ ЗАВИСИМ. КООРДИНАТ. 6.^1 

Нетрудно поЕазать, что число переи^нвыгь въ ураввен1И (45) иожно 
уменьшить иа к. Для этого введснъ въ функщю Ж вм'Ьсто С|, 2г,...Е*, 
новый н(^зав11сиыыя прренЪниыя ^1, 1^2, .-.^^к, т. о. станемъ разснатри- 
иать ТГ не какь функгию оть Еь Ег,...5зя, а какъ функцш отъ ^'д.^'г, 
^*. Е*+1, Е»+г,.-.5з». Тогда, какъ увидимъ, въ уравнен1е (45) вовсе ве 
ъойдутъ ароизводныя оть Ж по Л , и сл'Ьд. эти посл'Ьдв^я величины 
можно считать при интегрирован1и за постоянныя. 

Функц1ю Ж, выраженную въ новыхъ перем'Ьнныхъ. ставенъ озна- 
чать черрзъ V. Въ такомъ случа* им^^енъ: 

Ж=1Ж-Ж' Д^«' = 1'2. 3....*; 



Уравнен1я (46) д.*я имаульсивныхъ множителей прииииають видъ: 

=д,|^,Л1+д,№ЛЦ ьдл^'.Л!; 

V = 1, 2, . . . !■. 
Зд*сь согласно съ (47); 



Если теперь положвмъ 

к=§+^. («) 

то миожите.1и р^ йудутъ удовлетворять уравнетйянъ: 

^ + I^'Л1 = 1ЧКЛ| + )^!|^'=Л|+ ■ +С.1-Р.Л1; у=1,2....(-; (50) 

, . . ЭГ 

т. р. кырйяятся как-ь лмш'нкыя однородны)! |(1УНК111М огь иронзводныхъ т^^ ■ 
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04 ГЛАВК. ФУЦиЦШ ВЪ ^(АВИСИ». КООРДИНАТ. гл. XXXVII § 251. 

СЖтавши подгтановки въ уравнен1(> (45), уб'1'>ждасис11. что п|юиз- 
воднын — р- В1'зд'В шк|>а1цаются, и въ резудьтатЬ аолучаеп-н У11авнен1е: 

= 1 



(IV VI <1Ъ\ , 1 Г1 1 /V "-^Л I 



Ксли воскольаоваться для упрощенШ уравнен111ми (.10), то съ по- 
мощью символовъ (47) и (48) нродыдущсс уравнсн1е можно переписать такъ: 

'Гакъ какъ количества ^^ . /";,... У» могуть быть приняты при 
11нт<'грировав111 за постоянныя, то къ на1иенному полному интегралу 
уравнон1я (51), который означнмъ черезъ Ф и который до.1женъ зак.»ючать 
въ себ'Ь Зм ^ к постоянныхъ пропзвольиыхъ (кромЪ аддитивной), ми 
можемъ прибавить произвольную функц1Ю огь этихг величЬнъ, простЬйиш! 
видь которой: 

|»о-|-а1^'1Н-»=^:Н \-^^^^^*• 

гдЬ а,, а1,...а» пронзвольныя постоянныя, необходимый для того, чтибы 
наше р'Ьшен1с было полныыъ ннтсграломъ и уравнен1я (45). Ута Д1>бавочна1( 
часть даетъ по (26) к пнтеграловъ дви}т;е|мя: 

Г, = ^,; Г. = ^. ;...% = Г,; 

откуда вндимъ, что /■ постоянныхъ р еовпадають съ постоянными Су въ 
уравненшхъ (2>. 

Съ другой стороны равенства (49|: 

указывають, что друпи I- постоянныхъ а сливаются съ гЬми постоянными. 
которня могутъ быть присоединены къ имиульсивнымъ множите.ммъ А*. 
Сказанное внпте и оиред1-,.тнетъ значен1е гЬхъ лишнихъ '>к постоян- 
ныхъ иронзвольныхъ. о которыхъ была рЬчь въ начал* параграфа. 
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Прия^ры: а) Форна пятеграча (43), наидениаго нами въ лрим'Ёр'Ъ 
§ 250, виолн'Ь согласуется по (35) съ пзложенныиъ зд-Ьсь, 

б) Уравнев1ем1, (51) можно пользоваться не только въ томъ случа*, 
когда м<^аау перем^нныыи существують связи, но и тогда, когда известны 
некоторые интегралы двпжевЫ и желательно, пользуясь пян, уменьшить 
число перем'Ённыхъ. Иокажемъ, напр., какъ воспользоваться закономъ со- 
хранен1п центра инер1(111 для уменьп1ен1я числа перем'Ённыхъ. 

Въ разсматриваеномъ нами случа!! данные интегралы будутъ; 

^'1 = V т^x^ — (\М1 = С^ ; 
( = 1 

1 = 1 
.«у 

1 = 1 
МН0Ж1Ггели [»1 , р;, Цз, РСЛИ ИСКЛЮЧИМЪ координаты Х1, У\, II, 

заийнивъ нхъ переменными Ру, Р^, Рз, найдутся изъ уравневШ (50): 



ьм+1^^^м,. 



Подставляя, нм^емъ: 



8( ^ 2 2, т^ ^8x^^ 2 л т, [ду,) ^ 2 Д шу \дг,) 
3=2 у=2 3=2 

[ 7=2 ^=2 ^=2 ] 

6 
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гд* ВЪ г надо вставить вместо .г^: 

^(р,+„л«-|; »,.,). ,53) 

и подобный же вы1)ажрн!я вийсто ;/1 и ^1. 

То неудобство, что теперь въ (||унк1ию I.' входить явно время, легко 
устраняется, если вмЬсто х^. у^. г^ введемъ новыя перем1;нныя яу, г,/, С/, 
так1я, что 

Означивши искомую функцш, выраженную въ новыхъ коордияатахъ, 
опять черезъ И'^ И1|■^емъ: 



аг _ аи'. аг _ 


дтг аг 
ач/ ' и-'1 


аж 
- а;,- • 


аг а1Г г1 аж 

а( ~ а( "2, «Ь- 




V аг 


такь что изъ (52), получаемъ: 






аИ' . 1 VI 1 [{ЬУГХ 


_, /''И'\= , 


/аж»'! 









= ''+-^ ("= + ''' + '■=;; 

гд'!! въ г.' уа;е болЬо не войдетъ время, если, конечно, V функц!;! только 
координагь. Д-Ьйствнтельно, для того, чтойы им1;лъ м^сто законъ еохрй- 
нен1я центра инер1ии, функц1я V должна зависать лишь отъ разностей 
координагь, а очевидно: 

-^1 — х„^%\ — 2„, , если ни I, ни т не ]1авны 1; 
и 

ж, — Ж1 = !,- — У гну'у, 

0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 



гл. хххгп § 202. гллвн. функцтя иъ зависн». координат. 
такъ какь изъ (Ь9): 



^'--+^-^1' 



Тоже ножно сказать и относительно лрочихъ коордннатъ. 

253- Фуикц1я хартктервстнческая. Когда ни силовая функн1я Т', 
яи уравне1пя связей не содержать явно времени /, т. е. когда матер1аль- 
ная система консервативна, тогда однииъ изъ интеграловъ движеН1я слу- 
жить интеграл-ь живой силы: 

Я=Л; (.-,4) 

если, пользуясь этнмъ интеграломъ, иэъ функфн 5", такъ связанной съ 
главною Ж: 

5=Ж-ЬЯ(( — /,); 

исключинъ время, то и по.1учиаъ (§ '2461 фтнкц1Ю характеристиче- 
скую. Мы укажеиъ зд'Ьсь лишь на основныя свойства названной функции, 
не останавливаясь ни на доказательствахъ этихъ свойстпъ, ни на связи 
ея сг Лагранжевымъ дМстБ1емъ, такъ какъ иначе намъ приш.10сь бы по- 
вторить почти слово въ слово весь § '246. 

Когда функ1М11 <^ выражена черезъ » конечныхъ координать д^, 
Н--Х' начальныхъ ^^,^ я постоянную Л, тогда частныя производный ея 
удовлетворяюгь равенствамъ: 



Г5Г).) 






Импульсивные множители Л> служать корнями уравнев1и (6). который 
въ настоящемъ случа'Ь им1;ютъ видъ: 

УЦ^'^=«: (56) 

сюда вместо ннпульсовъ надо вставить ихъ выражен1я изъ (55). 
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Составлениан наши функц1я &' служить 1)1'1Ш0Н1енъ уравиенЕя съ 
частными проииводными (54), заиЪняющаго собою уравненЕе (25). Д.1я 
получен1я уравнения (54) надо въ функцш Я занюнить импульсы р1 частными 



жители должны быть выражены какъ фун1сц!н т^'.хъ же проязводныхъ съ 
помощью уравнен1п (56). 

Когда найденъ полный интегралъ 5'уравнеп1я (54), содержащШ »— 1 
иостолнныхъ произвольныхъ а], а;,...ан_1, кром'Ь аддт'ивно!}, то инте- 
гралы ДВПЖ01ПЯ даются п равенствами (55) п н ннлсесл^дующими: 

7гг = ?'; '=!' ^■■■■»-1; 



гд* р( , 1„ новыя постоянныя произвольныя. 



с1ьуСоо^1с 



ГЛАВА ХХХ\Ч11. 



НЪиоторыя приложен1п предыдущей теорм. 

353. Поверхности равиаго д'6йств1я. Теорема лорда Кельвина. 

Разсмотрнлъ дв11жен1е спободной !11атер1альноЙ точки подъ д*йств1Рмъ 
силъ, нн'Ьющихъ потенц1ядъ, п составимъ для этого двнжен1я характери- 
стическую фунЕЦ]ю 5. Если двнжен(е отнесено къ дгкартовымъ коорди- 
натамъ, то функщя 5^ найдется какъ полный интегралъ уравнен1Я (40) 
§ 246, которое въ настоящемъ случа!; будетъ ии'Ьть вндъ: 



•2т \ \< 



Ш-Ш^т-''^^' 



гд-Ь т — масса точки, ?/— силовая функщя, А — начальная энерпя. Полный 
интегралъ написаннаго уравнен1Я будеть содержать въ себ4 дв'Ь постоян- 
выхъ пронзвольныхъ 01 , а; , 8ром4 ад^гитивнон. 
Уравнен1я: 

гд! ^1, ^2 — новыя постоянныя проиавольныя, представляю!!, собою инте- 
гралы движешл; въ настоящемъ случае равенства (1) слушать урявнен1яни 
т*хъ двухъ поверхностей, перес'Ьчен1е которыхъ даеть траэктор1Ю точки. 
Иостояннынъ 31 , 9; дадиыъ как1я либо частный значея1я; тогда 
уравнешя (1), при перем*нныхъ ^1 и р;, опред^ляють собою некоторую 
конгруэнц1Ю траэвтор1Й. Подъ конгруэнщей разумеется семейство кри- 
выхъ, зависящее оть двухъ пронзвольныхъ параметровъ, такъ что черезъ 
каждую точку пространства, вообще говоря, нроходятъ одна или н-Ь- 
сколько, но конечное число кривыхъ конгруэнции. Въ частныхъ слу- 
чаяхъ, когда авачен1Я постоякныхъ З] и а: определены нзъ того услов1я. 
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что траэктори! (1) всЬ проходять черезъ произвольно выдранную нами 
постоянную топку т„(^:^, у^, г^), то упомянутая выше конгргэнц1я обра- 
щается въ цучскт. траэ1П'ор1Й, выходящнхъ нзъ этой точки ж,. 

Уравн»!Н1е: 

8=^ С. 12) 

при пронзволгнош. значепп! параметра С опредЬляеть собою семейство 
нЪкоторыхъ поверхностен, носящпхъ назван1е поверхностей равнаго 
д1;Нств1Я. На самомъ дЬл!, если напр. для частнаго случая пучка траэк- 
тор1й къ' Л'Ьвой части уравнения (2) прибавнмъ такую постоянную, чтобы 
для точки мг» параметрь С 1[рини»а.1ъ значеи1е О, то для всякой другой 
точки значен1с С равнялось бы велнчин11 Лагранжева д1'>Ёств1я по пути, 
соединяющему ш„ со взятою точкою. 

Равенства (49) ^ 246 д.1я дскартовыхъ коордннать прннпмають видъ: 

дЗ , д8 . 38 

— - = тх' ; ■^- = №(/ ; ^- =; тг . (3) 

ах ду '' <}г 

Изъ ннхъ вытекаетъ: 

Ь8 д8 д8 . . , 

д! '' ~Ш 'Тг ~ ''' '■ У '■ ' = '^""'''^-^У- ''°'^('''!/) '■ '^'>^^''''^У> (■*) 

если черезъ V означпмъ скорость движущейся точки тамъ, гд4 ся траэк- 
тор1я встр11чае'п. взятую поверхность равнаго д'Ьаств1я. Такъ какъ векторъ 
I) параллеленъ касательной къ тразктор^и въ соответственной точкЬ, то 
изъ (4) выводимъ, что семейство поверхностей равнаго д*иств1я (2) орто- 
гонально къ соотв-^яетвенной конгруэнц[п траэкторШ (1). Въ какихъ-либо 
крнволнне1м1ыхъ координатахъ равенство (4) и сл^д. тслов1е ортогональ- 
ности но (44) ^ 246 выразI^10СЬ бы такъ: 

д8 дЗ д8 

Собственно говоря, все выигепз.1оженное представляетъ собою ничто 
иное, какъ повторен1е сказаннаго въ {^ 112, если зам'Ътннъ, что нзъ ра- 
венствъ (3), который можно нереппсать такъ: 

.'_1^. •—1^'. ■—1^. 
т дх' т ду ' т дг ' 

вытекает!., что векторъ скорость служить дифферен1йальнынъ параметроиъ 
перваго порядка функщи точки 



- 6'(^, у, г. Д|, а-). 
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Изложенная нами геометрическая нятерпретащя равенствъ (5), но- 
сящая аазваше теоремы лорда Ке.'1ьвина, можетъ быть распространена на 
произвольное число координатъ съ помощью 110кят1Я о сверхпространетв*, 
т. е. о пространств* съ пронзвольныиъ чнсломъ нзн'Ьрен1Й. Пусть ноло- 
хен1е какой либо консервативной системы опред'Ьлнется и координатами 
'11> '12>---Яя'< составимъ характеристическую |||ункц1ю А' для движешя 
этой системы. Функ1ця -У служить иолпыиъ интегра.10мъ уравясн1я (40) 
§ 246 и содержвтъ въ себ* н — 1 произвольны хъ ностоянныхъ «1 , «;, ... ««_] , 
кром'Ь а,1дитйвной. Система 1)авенствъ: 

"■Д* р1 . р2.---Р||-1 новыя постоянный ПРОИЗВОЛЬНЫЙ, представляетъ собою 
совокупность интеграловъ движен1н для данной системы. Если пронзволь- 
ныяъ параметрамъ а^, а2,...Лп~\ даднмъ кашя либо частныя значешя, 
то группа (6) дастъ намъ семейство линейныхъ многообраз1й (т. е. 
11ногообра.')!й одного изм-Ьрен1я) въ пространств'Ь о п изм'1;рен1яхъ, если 
принять, что совокупность коо'рдннать 31, ^2^---Ч^ опред'Ьляетъ собою 
точку названнаго пространства. Группа многообра.з1й (6). т. е. путей 
системы, опять будетъ конгруэнщею, такъ кань черезъ каждую точку 
'^'Л ) Ч2!- ■ •<1я) разеиатриваемаго сверхиространства пройдетъ, вообще го- 
воря, одинъ или несколько, но конечное число путей. Если одновременно 
съ (6) станемъ разсматривать семе11ство многообраз1Й н — I изм'Ьрвшй: 

8{д\ , 'Л ,.■■?- , Я1 , а; , . . . а„. ]) = С, (7) 

гд-Ь С произвольный нараметръ, то уравнен1я (14) § 246: 



^11 ' ^(/; ' " ^Ч" 



= Р1.Р2' 



показывають, что конгру.*нц1я путей ортогональна къ семейству (7) много- 
образ1Й равнаго д1,йств1я, 

Ирим'Ьръ: Ес.1и возьмемъ опять прпм^ръ § 246, т. е. движен1е тя- 
желой точки, то въ оби1емъ слу1а'Ь по (6.5) § 246 им'Ьемъ для 5 выра- 
жен [е: 

а уравнек|е траэкгор111: 



"'> . ' 2 . / , М — 'И „ ,„, 
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Система кривыхъ равнаго д-Ьйствй! (нолуЕтбнческихъ параболъ): 
будеть ортогональна кт. семе11ств;' парж^олъ: 

^+^ = *--№ 

• Зд^сь а1 им'Ьетъ некоторое частное значен1е. а С и ^1 произвольные 
нараыетры. Для 31^0 об* группы кривыхъ обращаются въ семейства 
пряиыхъ, нараллельныхъ осямъ координа'п.. 

Когда параметръ Я] найдемъ изъ того условЫ, что всЬ траэктор1н 
выходить изъ начала координатъ, то по (52) § 246 уравнен{емъ лин!й 
равнаго д'Ь(1ств1я будеть: 

[2/,-]~ду-\-д\'Ж^^Ц '- [2/, + ,ад — 9У1^^Ц '= С 

Уравнен1е соо1'в11тстнспкаго лучка транктор1й найдемъ сл^дующииъ 
образомъ. По (8), если траэ1лч)р1я проходить черезъ начало координатъ, 
О] какъ функцЫ отъ конечяыхъ координатъ найдется изъ уравнен1я: 

ила 

4а1< (1= + !/!) - ^7,' X'- (24 + да) + у- .г> = (I. (9) 

Уравнен1е это можно зам1'>|1ить такимъ: 



дх- — 2^1^!/ = — 2ла1 12/1—31^. (10) 

Но изъ того же равенства (8) ел*.дуеть: 






Подставляя въ (10) находнмъ травнен1в пучка траэктор1Й: 

дх> — 2!((Л = уЬ''^^М = =: 2д},х. (И) 



0,01|ге=Ь,СОО§1е 
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Равенство (10) будегь также уравнеН1емъ пучка траэкторШ, прохо- 
дяишхъ черезъ начало коор;и1на'п,, по только еъ другимъ перем^кнымъ 
паралетромъ «1 . 

*254. Мвыннумъ Лаграяжева д11йств1я. Положимъ, что координа- 
тами коисервативной системы о п степснкхъ свойоды служагь количества 
^^. '!2,-.-Ч..\ силовую функцЕю означимъ чорезъ II, живую силу Т, на- 
чальную ;*нерг1ю Л. Выберемъ два кякихъ либо положен1Я системы: одно 
нача.1ьное А^, другое конечное А^. Тогда (§ 208) д'ЬЙетв1емъ по Лагранжу 
называется интещолъ 

А, 
Л= Г-^ГЛ. (12) 

взятыЛ по пути, ведущему отъ положен!)! А^ въ А^., 

Какъ мы видели [по (39) § 208], написанный пнтегралъ въ явной 
([|0рм1^ предстапляется такъ: 

"Г 

Ь = 2 \ уЩГ'Ц^пг/,^^. (13) 



Зд4сь перем'Ённою ннтеграцш служить та координата /л, которую мы 
условились считать за независимую; фунКЕМя 



ф.1«л 



(14) 



•^^=^'1'^"М/' (15) 



а символами к^ означены производный -т^ , такъ что въ частномъ случаъ 

к\ = 1. Количества ^^'^'^ и ^^^^'^ представляютъ собою значения везависивой 
переменной ^^ для пред'&льныхъ положешй ^д и ^1 . 

Сравнивая значенЕе интеграла Ь, взятаго по пути прямому (§ 206) 
между Ло и ^1, ео значен!яии того же интеграла, но взятаго по какому 
либо окольному пути, идущему между гЬми же положен1ями и проходи- 
мому системою съ тою же начальною энерпею Л, мы убедились (§ 208), 
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ЧТО первая вар1ац111 интегра.1а Ь для пряного пути обращается въ нуль. 
Теперь же, пользуясь результатами предыдущихъ главъ, покаженъ, что 
значен1е интеграла (13) для прямого пути на самоиъ д'Ьл'Ь служить яини- 
муыомъ по отношению къ зпачен1яиъ его д.1я смежныхъ окольныхъ путей, 
если только положены А^ и ,41 не удалены другь отъ друга дал'Ье изв-Ьст- 
наго пред1'.ла. 

Характеристическая (|)уикц1я .'^ для разсматриваемаго движеи1я слу- 
жить интсграломъ уравнения (40) ^ 246: 

Я=А, (16) 

гд* въ л1'.вой части импульсы ^^^ исключены съ помощью равенетвъ 

По (33) § 201 уравиеи1е (16) можно переписать такъ: 

т(|) = г + „. (.») 



Зд1;сь мы условились подъ Т!-^— 1 подразумевать союзное выраже- 

1 жавоН силы Т(/11). куда по (17) вм-Ьсто импульеовъ подставлены про- 
а.Ь' 



Подобныиъ образомъ чсрезъ Т(т) мы ()удриъ означать выражен]я 
,гля живой силы системы Т[^^). если туда вместо скоростей <// вставлены 
каше либо друпе аргументы ш, . т. о. по (151 



42». 2 



^^»^•. (19) 

1 ,/'^1 



причемъ надо помнить, что по свойству живой силы функц1я Т(п),) аожеп, 
быть нулсиъ только тогда, когда вс* аргументы а1( стали нулями. 

Въ настоящемъ случа-Ь Т (|)ункц1я однородная второй степени отно- 
сительно скоростей, следовательно 

V ;'.«.' = 2247/) = 2Т(^>,). (20) 
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■Скорости съ импульсами свнзаны уравненими: 



7'! 

Изъ (20) И (17) вмводциъ 






н следовательно по (1К): 

"37 ■ 



,2 ,(.'+/,). 



Ознаяииъ черезъ Н полны!) иптсгралъ уравнсшя (18), соде1)аса(щй 
м — 1 дроизвольныхъ постоянныхъ 31, а;,...я„-.1, кром'!^ аддитивной. 
Тогда по предыдущему: 






(■22) 



Иитегралъ Ь, «инимумъ котораго желаемъ разсмотр*ть, по (13) н 
(14) ыожеыъ представить такъ: 



Если частнун) производиую -г— назоврмъ Ь^ , то п - I равенствъ: 

% = ^^; V=1, 2,...н — 1; (23) 

гд* ^ новы» ПОСТОЯННЫ)!, оудутъ по (41) § 246 интегралами двнасен1я 
взятой системы; а потому 

1=1 

имумъ котораго желаем 
такъ: 

Вместо перем^нныхъ д,, (/;,... ?„ введемъ новыя иерсмЁиныя 
Ь. Ч, . . . . 9«. .1 . Тогда 

п п «-1 и-1 «-1 

У '^'Л У а^^ %/ = В (1Г-{- У -Ву '^% <"^ + У '^^ V -Ву. 'Р'у ■ (26) 

»=1 ^=:1 »'^1 1-1 /^1 
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Зд-Ьсь 

1=1 л=1 
Изъ очевидных!, равенетвъ. 











нм-Ьень: 






1=^ 


если 






^"" Лу| ^л йу„ 9(71-^/:. '/3, ...';-) 


а подъ Ч' 


йудомъ подразум-^.вать мнноръ этого опред-Ьлителя. соотв-Ьтствую- 


1Ц1Й элементу — : 




ч',- ■*!; ■ (31) 



ПодоЛныиъ образомъ изъ н уравнен|й: 



^1 *л Я. ' 
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ЭЧу 


а* 


_ |. 


м 


8^7 


л. 


' 










V 


л. 


»,, 




>^1 


*/, 


"й.- 


' 


ч 




1 


Г)Ч' 


м, 


~ 


ч". 


л 






5«7 



(8-2) 



Разсиатривая <^^ какъ функц1ю оть (I и Оу , им+.емъ: 



Следовательно въ силу равенетвъ (22) п (24): 

,,' = ■> (Г +*))!'. - (33) 

Подставляя отсюда зиачен1Я прокзводныхъ -у- въ выражение (27), 
ьаходнмъ: 

н -1 VI .VI ■ ^1'(.') 1 

(-1 У=1 
если пранеиъ во внп){ан1е интегралъ живой силы: 

Т(^;) = ^-^-||. 

Подставляя въ (28) изъ (33), подобяымъ обраэомъ получимъ: 

п 1 VI *^^' VI ' 1 VI ^'" 

■ -1 ]-1 1=1 

_ 1 V?!- ?«!--п 

2 ((7 +4) 2., дц, Я, 

если припомнпиъ равенство (21) и (17). 
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Такнмъ образомъ вм'ксто (13) по (26) получаеиъ: 



Ф- {<!%) = 



■ [ 1''./г>гЦ_ф2(,/ч,). 



->(г+л У аУ в^,''К- 



Эта квадратичная дифферешцальная форма по (26) всегда положи- 
тельна и можетъ обратиться въ нуль лишь тогда, когда вс* (1% нули. 
Пределами интеграла слушать [шачен1я функцш О для положений Л^в Лх. 

Сравнинъ теперь значен!? X интеграла (341 по прямому пути со 
;шачен1емъ его Ьх по пути окольному. Д.1Л прямого п\ти функцш 6у остаются 
постоянными, следовательно Ф-^0, а потому 

Ь = Ьч> - 0<"1. 

Для окольнаго же пути но крайней м1.р1^ хот'я одна нзъ фунЕфй 
(1» не постоянна, и следовательно 

6(0 в'" 

т. е, 

^^ > А 

что н желали получить. 

Прежде ч1!мъ идти дальше, приномнимъ одно предложен1е изъ теор1п 
функщональиыхъ опред-Ьли-гелей. Пусть иак1я либо н количествъ ^-|, Х2,...Хн 
определяются изъ п уравнен!!! 

г/1 = С,; г/, = С-;...?/„ = С„, (35) 

гд-Ь С,, С2,...С„ данный ностоянныя, а у1, уг, ...у„— н15которыя функщи 
переменнихг Х1. Х1....х„. Вообще говоря изъ уравненШ (35) для каждаго 
x^ иы найдемъ несколько различныхъ значен1Й. Пусть некоторый нзъ 
этихъ значен|П становятся равными, т. е. пусть уравнен1я (35) нм^ютъ 
кратные корни. Тогда урагнон1яиъ этинъ будутъ удовлетворять не только 
количества сС( , но и ж, -|- ^x^ , гд* 8^1 безконечно налыя величины, а для 
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этого необходимо, чтобы 

1=1 1=1 »=] 

т. е. чтобы определитель 

д(.1:1,.Г.2,...Х„) 



(37) 



(38) 



равнялся нулю д^ш соотв^тствеяныхъ значен1й ^^^. Х2....х„. Наше закли- 
чен1е справедливо и для того случая, когда не всЬ корни уравнен1Й (За) 
становятся кратнынн, а только некоторые, такъ какъ изъ равенствъ (36) 
не вытекаеть обра1цеП1е въ нуль выражения (37) только тогда, если вс! 
8^^^ равны нулю, т. е. вс4 корни нростые. 

Само собою разум-Ьется, что обра1цен1е въ нуль определителя, обрат- 
наго (37): 

^(Х;. Х2, . . .Л'„) 

служить призиакоиъ того, что система п уравнений относптельно у,: 
х^ ^ со11и1. ^ *|[/ ; у ^ 1 , 2, . . . /'; 

11М'1^е'гь корни кратные. 

11роизведен1е определителей (37) и (38) равно единице, какъ ато 
сл*дуетъ изъ правила перемяожен1я определителей; сл^д. обраи1ен1е въ 
нуль одного изъ ннхъ влечетъ за собою обращение въ безконечность дру- 
гого, н наоборотъ. 

Возвращаясь снова къ равенству (34), зам'Ьчаеиъ, что наши сообра- 
жения не всегда будуть справедливы: они теряютъ свое значен1е, если 
у1[азанная замена однихъ переиенныхъ другими не вынолнима для вс^хъ 
значений переиенныхъ ^^, ^^,..■^,,, который встречаются по пути инте- 
грала (34), т. е. если для некоторыхъ месть, лежатццхъ на прямомъ пути, 

пронзводныя -^ обращаются въ безконечность или прнннмаютъ неопре- 
деленные видъ. Изъ (29) видимъ, что названное обстоятельство возможно 
лишь въ томъ случае, когда определитель 'К (30) становится нулемъ, 
безконечность ю или неопределенностью. 

Итакъ пусть V обращается въ нуль. Чтобы раскрыть геометрически 
смыслъ указаннаго обстоятельства, представимъ определитель Ч^ въ особой 
форме. Съ атою целью эамечаехъ, что изъ уравненШ прямого пути си- 
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.стены (23) вытекають е.т6дую1Ц1я днфферетИальныя равенства: 
Отсюда, пользуясь ойозначентями (31), выводимъ: 



»''/] А/г 


= '!;■• (39) 


Умножнмъ члены кялааго ить отношснШ сюотв*тственно на -г— • 


т т 

^— . -■ -г— и возьмемъ отношен1е сумяы 


предыдущнхъ кт. сумм* лос.]*- 


дуюн^ихъ; по (30) находимъ: 




;=1 


=:?• <«) 


Въ равенство: 





2Т(т= У %(У "^/<'(?> 



=1 ^=1 
вставляеиъ изъ (40) значетя д||фференц1а.10въ, получаенъ: 



если припоянинъ обоэначен1е (19). Но по (22): 

^ =2(^' + Л) = 2Г; 

следовательно въ К0Н11,11 кондовъ 

Ч'^ = ци-{-/1).Т(%\ (41) 

что и желали получить. 

Изъ (41) выводимъ, что, осли 4*= О, то или ?/-{- А = О, или вс* 
4*1 обращаются въ ну.1ь. Первое услов1е указываеть на тЬ положвн1я си- 
стемы, въ которыхъ она находится въ мгновенномъ поко!., ибо нзъ 
равенства: 



с1ьуСоо^1с 
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ел'Ьдуеть, что для нашанныхьположсн!!! вс1'. скорости';/ нули. Второе услов1е 
отм'Ьчайть ос011ы11 м-Ьста прямнхъ путе!! системы, кякъ это и видно 
я.гь (39). 

1Ь'ре1ие111. ко второму случаю: пустг, 'И обращается въ ое;1конеч- 
нжть. ']'огда опрод!;л1[то,т1> обратный Ч': 

<тан(^|. нулсмъ. 1>ак1. мы вид!;.!» выше, ука:1анное обстоятельство слу- 
жить услов1е)1ъ того, что н+.которое полоасеи1е Л на прямомъ пути пред- 
стявляетъ собою м*сто ра;1вЬтвлен1я фупкцНЁ '^ и Чу, такъ какъ, если 
с01'тави«ь уравнен1л .(.ш няхожД|''Н1я значен|й (I и *», по значен1Я]1ъ 
(/1 , (/;,-.. <1в . то Л1Я в:1ятых'Ь конрчкыхъ координать уравнен1я эти будуть 
их'Кть кратные корни. Уам1;т11.чъ однако, что обра1цен1е въ безконечность 
производной оп, характеристической функ1цп 6 влечетъ за собою по (41) 
обращеп1е въ безкон1'чност|| функции ?'-|-А; сл'Ьдовательно, мЬста раз- 
в4твлен1я характеристической фуыктии совпадають еъ полюсами 
(въ емысл'Ь точки снерхпространства) функши Т'-\-!1. М'Ьстами же раз- 
ветвлены функщй ву служатъ так1я конечный положен1я Лг , д,1я кото- 
рыхъ, по крайнее! м^рЪ, пара значен[Й какой либо функщм 6у , скажеыъ 
ву*" ц 6у'->, становятся равными. Но в*ль число комбиняцШ разлнчных1. 
:шачен!й Ч| , в;, . . . Йи. 1 , соотв^'.тствующихъ заданному ноложенш А 1 , 
011ред+.ляетъ собою число прямыхъ путей, ведущихъ изъ .4, въ ,41; по- 
;люмт, если некоторый изъ назвянныхъ значен!^ становятся равными', то 
еоотв1;тствуюш1е имь прямые пути еольютсп. А тогда -положен1я Л^ и Л] 
гтануть взаимными кинетическими фокусами, т. е. такими положе- 
Н1ЯМИ, между которыми нроходять, по крайней мЬр-Ь, пара безконечно 
(^лиэкихъ ирямыхъ путей. 

Наконецъ, если 'И ирикимаетъ 11еопред4.1енный видъ, то это обстоя- 
тельство по (41) соотв'Ьтствуеть такому положеп1ю, для котораго или 
фунЕЦ1я и-\-11, или мипоры "Р; становятся неопределенными, т. е. соот- 
в11тствуетъ особымъ м^стамъ Г-\-/1 или по (39) особымъ м^стамь 
пряного пути *). 



•) Ра.эбнрать топ. исшючнтвльныЛ случаГр, когда въ (29) однн1, нля не- 
сколько мпворовъ Ч", обращается вт, 1-о плн -т- , а саиъ опрех-Ёлитель Ф сохра- 
няет!, вовечпое звачев!е, олнчвое отъ нуля, п'};ть необходнностп. На саиоыъ 
хЬл*, ПЭТ. (29) ва;1инъ, что обга1цев1е въ — или т. оо оявого какого 1нбо минора 
ь за собою обра1цеа1е В1. -^ илп вг со всЁхт. Ф,-, пзе ]гкаяынаетъ на 



0|д11| 
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Итакъ за кнтегралоиъ Ь сохраняется свойство Оыть ниннмухонъ. 
если конечное положен!? настолько близко къ начальному, что 1) путь 
между нныи не имЬегь особыхъ м1;етъ, что 2) путь не проходнгь череть 
нулп, полюсы н особый М'^.ста функфп Г-\-}1, к что 3) на пути между 
предельными цоложешями не лелштъ ни одного кинетическаго фокуса, 
сопряженнаго съ нача.1ьвымъ нолохен1е11Ъ ^1, , Само собою разум-Ьетсн, 
что интегралъ Ь, вообще говоря, потерпеть названное евоИство и В1. 
■гомъ случа*, если конечное положен1е -41 совпядетъ съ какими либо нзп. 
названныхъ нсключптельныхъ м1;сть. 

1]ри»11ры: а) Д-чя движенЫ тмжелон точки, раасмот]|1;нкяго вт. ^ 
2*6 и 253, нули функши ду-\-Ь лежать на прямой 

.^ А. 

Полюсы функц1и <)у-\'11 на безконечяостн. Особыхъ точекъ тра;п;- 
тор1н, какъ кривы» второго порядка, не нм1;ютъ. Гоометрпческнмъ местом!. 
кинетичеекихъ фокусовъ. сопряжснныхъ съ на'шломъ координап., служить 
парабола 

(43, 



4А" " 



Уравнение этой параболы получитси, если нзъ уравнен1й (И) или 
(10) § 253, изображающихъ пучекъ траэктор1Й, станемъ искать услов1е 
кратности корней ^1 или Я] *), Кривая (43) нитго иное, как'ь обвертка 
траэктор1Й (2) § 100. Прямая (42) касается параиолы (43) въ еп вер]иил1.. 



особое нЬсто пути (ия — пео1грс,'сЬ.1енноеотпошеи1е днфферешиа-ют.] , и.1Н 
(Х1Я со) требуетъ обращсн1я въ вуль вЬкоторыхъ 111фферевц1а.10В1> (}^^. Въ ио- 
сгЬднемь случа* некоторые интегралы движен!^ нм-Ьютъ вндъ: I|^ = сок М.; выбо- 
роиъ иовой спстеиы копрдиватъ этого обстоятельства всегда иожво избегнуть 
Если же всЬ 4*1 обращаются въ -^т- или вь со. то оиред'Ь.'Штель Ч* можетг. сохра- 
нить свое коаечвое эвпчевхе лишь тогда, когда век .- (элснеиты. соотв'Ьтствую- 

"'/| 
ице нннорамъ ФО становятся пулям 1Г, что возмохно лвшь для н'Ьста, слухатагл 
по (22) иулемъ фунищп &'-{-Л. Такимъ образомъ указавныП нсклю1ПтельныП 
случай вовагп ничего ае даетъ. 

*) Прямую х = 0, которая также служнтъ геонетричегкиш. «"Ьстонъ кнве- 
тическнх'ь фокусовъ, соиряжсивыхг съ началонъ коордииатъ, мы мсключаенъ изг 
разс110тр1н1я иотоиу, что точка, двигаясь но вертикальиоП прямой не прежде 
доПдотъ до фокуса, какъ про9дя иоложев^е, лежащее ва нрииоП (42). 
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б) Разсмотримъ еще двн!ьтн1е т. плоскости точки, иритягнваеной 
началонъ координатъ по закону Ньютона. Если масса точки единица, то 
по прим+.ру в) 4^ '245 характеристическая функц!)! найдетгн кавъ полный 
интегралъ уравнен1я: 



откуда, но нашему обозначен!»». 



означен1|о. 



>'равнен10 траэкторш будгп.: 



^-'-^../&-Г 



)';2»1 



1 



' 1'2а| 1^4А 



«1 + '" \'- Г )-2», 



Отсюда Д.1Я онред'Ьлени постоянной а[, какъ фунБЦ1н оть конеч- 
ныхъ координатъ. если принеиъ за начальное положен!? <■=(„. 'о^О, 
нн'Ьемъ уравнен! о: 

I /2'1 -Л , , 1 /2Я1 



4- в ;= пгг еох — - / А^^ 1 : 



\/4/>а1^к* \ >■ I ' ^ Г4ЛЯ1+АЧ \' 

или, нос.!^ упрощеи1Й: 

+ *^(| -с(м'^1г=11, (44) 

Геометрическимъ м'Ьстомъ нулей функиш ('-|-/' служить круп.:- 

Полюсъ функщи С-\-Ь лежитт. въ нача.ч1; координатъ. 
Геометрическое м*сто кинетическихъ фокусовъ, соприжеыныхъ съ 
по.тожен1еяъ (< „ , 0). найдемъ, (|[1|)ед-Ьливи1н услов1е кратности корне11 
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уравнен1я (44); по.1уч1111ъ кривую *): 



21с- 



* + 



■>к- 



(45) 



1+- 



;,+ - 



■^ эллииеъ, фокуры котораго ложап. къ нача.!'!** координап. и въ 
точк* (г„, 01. 




Фиг. 105 нллюстрнруетъ разсяатриваемое двнжен1е для Л < 0. Ня- 
чальнов положвн1е — Р, , пр1П'ягиваюш,1Й нонцуь — О. Окружность ЕЛИ 
геометрическое м*сто нулей функ1цн С'-}-//. Рад|усъ итой окружности 



ОЛ : 



= 2и. 



гд4 а длина большой полуоси всЬхъ траэ1ггор1й (§ 116), входящихъ въ 
составь разсматриваеиаго пучка. Отсюда ясно, что геометрическпмъ н-Ь- 
стомъ фокуеовъ траэктор1н служить окружность -4 {"а^ь , ни^ющая центрь 
въ Рд, а рад|усь Р^Л. Если конечное полохеше выберемъ въ Р, то. 



*) Прнмую ( = О влг ? = <: не ирнипнаехъ вь разсчеть, но прнчинаш-, ана- 
юглчяцнъ той, которая издоасеиа вь 1гредылтщенъ прии^чааш. 
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описавъ нзъ /■* рад|усомъ равнымъ ГВ окружность, найдемь фокусы Г^ 
н /'й тЬхъ двухъ эллипеовъ РоНР, Р^ЬР, которые соединяютъ Р^ съ Р, 
какъ точки встречи построенной окружности съ АР^Рь- Точка (Э касанЫ 
;».т.1ипса Р^}Р съ эл-ишсомъ (45) будетъ кинетическнмъ фокусомъ сопря- 
жевнымъ съ Р„, сл11д. д'Ьйств1е по Р„(1Р будетъ штшшп'омъ, а Д'!ЬйстВ1е 
по Р„ЪР это свойство уже потсряетъ. 

Кривая АТРаТхОКСВх предетавляетъ собою геометрическое м4сто 
перигел^рвь н ш^ел1евъ, т. е. кон11овъ большихъ осей тра^кторШ; е& очень 
легко получить графически. Сп, ;пч)ю ц'Ьлью иача.10 О соединяемъ съ какою 
либо точкою Р^ окружности АРаРь и полученную пряную ОРа продол- 
жаемъ до встречи съ окружностью ЕАВ въ точк* Е. Отр'Ьзокъ ЕР^ д*- 
лЕмъ поиоламъ въ точк* А' и откладываемъ ОВ^ = Р„К. Точки К и В^ 
лежать на искоионъ геометрическомъ м'Ьст*. 
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ГЛАВА XXXIX. 



Уравнен1я Д8|1жен1я свободнаго твердаго тЪла. 

255. Различный формы живой силы евободнаго твердаго Т'Ьла. 

Преа^ке всего выведемъ вырал:ев1е для живоб силы даннаго евободнаго 
твердаго тЬла черезъ вслипнны, характеризую1Ц1я собою кинематическое 
состоян1е т4ла. Изъ Кинематики (глава IV") мы :шасмъ, что скорость любой 
точки нензмЬняемой сметены въ данный ыоиентъ будетъ изв'Ъстиа, если 
даны для этого момента иоступательная скорость с, , т. е. скорость вы- 
Гфаннаго нами полюса .4, и мгновенная угловая скорость й. Эти два век- 
тора можно задать или по отношон1ю ю, осямъ нсподвижнымъ 0ХУ2, 
т. р. ихъ 11|)оик1ия]1и (§ 68); 

'■ , со''{1: 1 -Г) = .г , '; г- , со''{1: 4 у/) = ;/ , '; г , гох{>: , ■:) = ^^'^, 

(1) 
и сох (<! ;с) = Р; и со.-- (4) I/) = V ; И СОЛ (Й г) = В; 

или но отношЁн1ю къ осямъ иодвилснымъ, ноизыЬнно съ т^ломъ 
связаннымъ, А=Г2. т. е. про;шц1лмн (§ 69): 

и со.^ {И 5) = 2,; и со.. (И »)) = ,^•, и сол {И о = <-. 

Соответственно сказанному мы можемъ составить два выракен1я для 
живой силы твердаго 'г*ла; одно, отнесенное къ ослиъ неподвнжнынъ, 
т. е. черезъ количества (1); другое, отнесенное къ осямъ подвижнынъ, 
т. е. черезъ количества (2). Наконецъ можно н Д1я твердаго тЬла живую 
силу выразить въ форм* (39) § 198, т. е. черезъ независииыя координаты 



0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 



Г.1. XXXIX 1^ -^56. аашли снлл твердлго ть.1а, 87 

и ихъ пронзводныя по времени. Въ настонтеяъ случае игзависимымн 
координатами йудуть три координаты иолюеа ■Сд,Ул.^л н три Эйлоровыхъ 
угла |р. ф, Ь (§ 57). Жнвую силу неизк'Ёняеяой системы, представленную 
такъ, какъ гепчасъ сказано, будеыъ называть Лагранжевой формой 
живой силы твердаго т1'>ла. 

356. ЯСнвая сила свободнаго твердаго тЬлл, отнеееиная къ не- 
подвижнывъ оеянъ. Пусть нензм'Ьниемая система состоить изъ н точекъ 
гъ координатянп ж;, //(, I^ и массами т]; *^1, 2,...». Тогда живая 
саля Т :)того твердаго гЬла представится такь: 

■2Т=Уш,{.г,-^-\-!,Г-\- -','•). (3) 

1=1 

Кслн оы твердое 'НЬло было сплошное, а не состояло изъ диекрет- 
иыхъ точекъ, то сунна въ выражеши (3) зам'!Ьнилас1> бы ннтегря.томъ. т. е. 

■>Т = у ( )• (х'! +!,'-• + /=) ,1,п: (4) 

здЬсь '/т= О'^'/у^г; а- плотность въ точк!'. х,г/, г, интегралъ распро- 
странекъ на весь объемъ, :)анятый т^ломъ. Пъ посл^дующемъ мы всегда 
Лудомъ писать сунны, помня, что въ случае сплошного тЬла надо эти 
суммы зам1;нить интегралами по образцу (4). 

На осиован1и (18) ^ в8 пан'Ьниемъ скорости г/. I//. =/ нхъ выра- 
жен) яни: 

■'■; = .'дЧ- V (^. - гл) - -/^ (,'/.- //.0; 

т' = //л' + К( ■'■* — ■^л) — ^' (^* -гл): {Л) 

и носл'Ь привсдец!!! получаелъ: ' 

■2Т= (.,.,■=+,,/!+>;=) ^ „,, + ■>.,■■ ^,,„^^ (л - -■■,,) - л О/, - ./,) I + 

1=1 (=1 

1=1 1-1 

+ I-У^„„^{„,-!/,^+^., ^,)'|+(г=У.»,|('. -гО=+к,--л>=и- . 

1=1 1=1 
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1=1 1=1 

Иначе, гели восиольяоваться рявонпвамн {>) н (3) >; 1')3: 

*=1 »=1 1=1 (=1 

И ввести координаты ./>. /у^. ^■, центри инерция, а такжо сл'Ьдующнип оСю- 
значен1ями: 

; = 1 1=1 

то навдемъ: 

■2Т == Ми;Г'-\- ,'/.."-Н^.'=) + -^-У ! -'■; IV (-'с ■ - -'О - -^^ (.'/,. - ?/.1)| + 

+?/,'[Да-х,)-7Чл.--.^,,)И-'/(/'(л .'/.,) -^С'с—г.,)!; + 
ц_7;'''^«^-^/'V=+.л''^'л'---2/С^'Л'-"■^^^^^'А'/'--■2/^^^'/'у. («) 

Количества 

•А.''". .//'. .;,"". //Д-". 7/=:,^', я^;?'. 

каш. видно н:1Ъ (7), предетавляютъ собою моменты а произведен!» 
ннерц!» {§§ 160 и 162) твердаго тЬла по отношепш 1п> соотв*тствен- 
ньтмъ осямъ, нм1'.ющпм'ь начало въ нолшс!-, Л. 

Означинъ углы мгновенной угловой скорости и съ осями координап. 
1, ц. V, полагая 
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тогда поелЪдиюю строку выра:|.'оя|)| (8) нежно поревнсйть та1п.: 

.Л'" р: +.;/'(/- + .7,'" Л ' - ч11',;<чн ~ 2^^,';"^^р - тЦ'З'ч = 
= 2= 1 .7;"' »= 4- .7,'" |1= + л"1- - - ш;," |1-1 -- 2/!:," л - - ая;," 111 ) = 

= -71;"1!!, (9) 

есдн 1Ш (13) § 162 чг|)(;:1ъ -7^' |):шачимъ мометгтт. пнерц!'! "Лла около 
мгновенной оси полюса .4. 

Опре,1*л11мъ теперь )1еханичегк1й рмысль ироизводныхъ оть выра- 
Ж0Н1Я (8) но скоростям-!. .'■.,'. ул'- ^л- Л V- -^■ 

Им1-.емъ: 

~ = ."['л' + У(-^. " ^.,) - /?(.'/. - .'/1)1 - 

;Мл1;няя .1/, ^с и .'/. и;1ъ (6). 1юлучаемъ: 
м 

' 1=1 

или по (5): 

^- = ^ щх,' = лт, = т со." (ЛТг) , ' (10) 

' *"=1 

по (М) Й 187, гд* векторъ ЛТ представляетъ сойою количество движе- 
111Я снстеям. 

Подобным'!. оЛра:юнъ иайдомъ: 



"^ гп, = т«.(лт,,); 



Л;. 



(И) 



= т. = т™,.(ЛЬ). 



Гоставныъ нроизводную по угловой скорости 7*: 
8Г 



^-р-л/и.,ч,/,-.'7,) .-//С. -',)! +^™-7' д,"у-л.:."д. 
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Иодетавлнелъ сюда инъ (6) и (7); 






1=1 1 = 1 

или 

(=1 
А это выражен1е Ш1 (5) даетъ: 

^ = ^ »», I .V О/, //,) у/ (-'. - .-,)! ■ (1-^) 

1=1 

что по (17) 4^ 11 и (-25) {^ 17 продставлиеть собою главные моментъ 
количествъ двпжени, т. е. векторош. т■,V^{}щx^^, и)1,у/, в*,г(') вокругь 
осн, параллельной ОХ и проходящей черезъ полюсь Л. Означнмь 
главный момрнть количествъ движен1я твердаго т^'.ла вокругь полюса Л 
черезт. а'*\ тогда нм^^емь: 

Подобвыиъ обрЯ№мъ найдеи'1. вн[с два выражен!)!: 



5!^ = «;"='■""<•»■•(" '"г). 



(14) 



Вы|>аженк> (12) можно пероиисать такъ: 



ЬР~ 
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ЗамЪтпиъ, что по ^ч 189: 



У, "'1 (-*' .'/' " /л' -') ^ <г^^ о сои {("гх), 
1=1 

если а означаегь главный монентъ количествъ дв11жен1я твердаго 
1+ла вокругъ ненодвижнаго начала коордннатъ 0. Поэтому и:гь (15) 
по (10) и (111 находимъ следующее выражен1е для 0^ черезъ производ- 
ный Д.1Я живой силы: 



..=.„.,«..=-+.-- 




Аналогичнымъ путемъ получилъ: 




,,=.,..,.,) = ^+.^- 


-'■■а?: 



(16) 



(П) 

Живая сила Т. по (8) нредставляотся однородною фувкц1ею вюрой 
ст^'пени оть количнствъ ^■1', //,', г/. /*, ^, Е, следовательно по известной 

Г0Ор«м11 Э11Л(1ра 

Если сюда иодставимъ изъ (1), (10), (И), (13) и (14), то найдемъ: 

2Г=.ЛЬ;.,сол{П1, >:^)-\-а<*>Исо.'<{<^<*>. Щ. (18) 

Выр!<жен1с (8) несколько упростится, если за полюсъ взнть центръ 
ин1>рц1и твердаго гЬла; тогда вторая строка (8) и часть первой обра- 
ахаютея въ нуль, и иы нолучасмъ. какъ и сл'Ьдуоть по (56) {^ 196: 

2Т=м^x,'^-\-!и^■-{'г.^■)-\~^^"р^-\-^^"^'■-\-^;''в'■ - чп^'^це— ■ 

-Ш'/ЛИ'- 211^;'Р^; (19) 

или по (9) короче: 

Для даннаго хояента выражвн1я (8) или (19) иоишо упростить, 
выбравши за неподвижный оси т^. наирав-тенЫ, по которыиъ идутъ главный 
оси инер|ци {§ 162) полюсовъ Л или С для этого момента; тогда въ раз- 
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сиатриваемы)! моментг. произведен!!! инерц!» 11сч»>лнт!т., п гл'Ьд., напр., 
вы'Ьето (19) будемъ нм1.т1.: 

Но, сани сойою 1)пзт)1*1Л"ся, въ с.^^дтюI1ие «()иен'Г!>1 !1|1еменн коли- 
чества П^, , 11,^. Д,, . вообще говоря, опять появится, ттп. какч. главныя 
оси ннерцш, но1ни1^нно ст. т1;ломъ связанкыя и слЬдоватольно участвующ^н 
въ его дв11а;ен1и. уже не Судутъ тогда по наиравл)*!!!» совпадать съ вы- 
бранвын!! нанн иеподвпжныии осями. 

257. Живая снля свободпаго твердаго т'Ьла, отнесенная къ 
осяаъ нензн'Ьиио съ т'Ьлояъ связаниыиъ Формою (8) жн^ой силы 
твердаго тЬла иольэоватьса неудобно, такъ ктгъ коэ1Н)И1иенты Л'/\...111^* 
не иос'гоянпы, а, вообще !ЧЛ10р11, фун1;]и1[ времени, сл11д. В!л|»ажеи1е (8) 
не подлежнгь упрощен!» соответственны мъ выборомъ осей, разв+. лить 
для одного даннаго момента, какъ было !10казано вт. кон!)^. нредыду- 
!!1,пго параграфа. Гораздо удобн'Ье д.1>1 1!рнложен|Г! вторая форма жнвон 
сплы твердаго тЬла — живая сила, отнесенная !Гь ог>1.г1, !!е113х1'.ино гь т"?.- 
ломъ гвязанныхъ, которою теперь н займемся. 

Живую силу Т можно представить так-ь: 



^1;....=+.^+^:= 



гд1; по (24) 4) 69 и но обозначен|имъ ("2): 

'л = '-1 ™-' (•■! Ч) = "■ + г1, -1ы: РО 

1-^ = г, го» (г, ;) =1.» -Н (111, — ,=, . 

Подставляя отсюда, няходкмъ: 

■.Г =(»=+„'=+«»-•) 2»,+ 

+ 2» У ч'Лщ-'ь 1+2"' У »||('-^1-л)+2»'' У «1, (рт„-,а,) -I- 

1=1 1-1 1-1 

(-1 (-1 .-1 

- - 2(^г \ )Н( 11( !( — 2 гр \ т^'^^^ — 2 7)17 N и|, 2, 1]; . 

1=1 1-1 1=1 
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1">,111 введемъ о6озвячрн|я: 



;=.! |ж1 . = 1 1 = 1 

2'".('|г+:.-)=-^; ^»м:,=+;,=)=я; ^»,(;,'+'.г)=С'; (22) 

.=1 (-1 ." = 1 



= 1 



2Г =-«(«!+«'=+»«=) -Ь 
-|-2.1/«(д;, — /Т1.)+2М|Ч".— Л) + 2.М"»(Л -«5.' + 

+ .4;;= + В,,' -|- 1'|-= - 2 П/1 — 2 А'/;) — 2 /'и. (23) 

Постолнныя количества: 

А, В. Г, ;л А". К 

представляють собою но (14) и (15) й 162 моменты и пронивсден|я 
инррц1и вокругъ соотв^тственныхъ осей системы А5Г/. 

Озцачимъ углы мгновенной угловой скорости И съ координатными 
осями 1, ^, у, т. е. яоложимъ 

'.Ь=л «? = ,; &, = ,-, 

тогда третью строку (231, внолн!-, ана-югично (9). можемъ но (13) § 162 
нанисать такъ: 

Ар' + й,' + СУ: - - 2 »;. ■— 2 Егр — 2 ^>7 = 

= «= (--1а= + в;;' + су '- - 2 0?7 — 2 А'1 а - - 2 ЛВ) = -'а '"=■ (24)- 

Опред^лнмъ механически смыслъ ироизводныхъ огь (23) но и, и', ч", 
1>, <7. с. Ии*емъ 

<)« ^ 



. ,И(„ + ,;, _ ,т|,). 
Зая*няемъ Л/, ^^ и \ и;1ъ (22): 

^=|,»,("+,=,^-,,,,; 

1 = 1 
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откуда по (21): 

дТ 

если ЛТ опить ознпчастъ колпчегтво дв11жен1м тЬердаго а+ла. 
ПодоОнымъ образоиъ яайд^мъ: 



Такъ какъ 

т, = т ео. (ЛТг) = т,: 1, + т^ ^^ + пь •,,. 

если всномвимъ схему косннусовъ 1) 57 (ст1), 85 тома [). 
(11), (25) II {'26) вытекаетъ следующее соо1'нои1ен1о: 



II, конечно, еще два: 

Ьу^' ~ дч '" ' дч' **" "'" (III" *'' ■ 
Яг.' "^ '' > Ян' **' ' 'иПТ/ ^' ' 






(28) 



дТ И' дТ 
Гътая вышеприведенныя уравнеН|я относительно -^ — ' ^,- т-т,н"1*и- 

номинал соотношен1я между коеннусаип пли неыосредствонЖ! нроэктируя 
векторъ Ш на еоотв*тственныя осп, выводпмъ: 

ИГ йТ , , дТ . , ИТ . 



ЦТ , д1' , (*Г „ , 






■ 8х^' 
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Состйвляомъ теперь производныя т р. '/. г. их1;гм1.: 

Подставлнрмъ сюда изъ (22): 

— = 2] «)( (г,, "" - ; 'О + ;> 21 '"'*'■"' + ^''' " " '' Е '"' '' "■'' ~ '■ И "'' '"• '' ■ 

1=1 1=1 ;={ ;=1 



нлн 

дТ 



|^=^»„{^,0,"-Нм,-,,е.)-;(.ч-.^.- гч)}. 



А ;*то выражон1е «о (21) дасп.: 

дТ 






= (;;■" = <;'"«.-.-(*;'■";). (.ад) 

ес,1н ^'''■*' по прежнему означаеть главны!) э(именп> количеств!, движетя 
твердаго тЬла вокругь иолюса Л. 

Подобнымъ образоыъ им'Ьемъ гшс два выражения: 

I" = ""'="'"'-('■"■* 

(Я)) 
НйМ'Ьчая, что 

о'/^ = а '■" гй« (О''-*' X) = о\^' к. -\- (• '^' »1х Ч- '' ;*' м^ , 

полтчаемъ следующее еоотнои1ен1с между 1|рои:1воднмм11 (13), (14), (30) 
» (З!): 

дТ ОТ , . ОТ дТ 
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, конечно, еще два: 



оу ~ др •+ л, •'•+ Л- ' 



дК 8/1 ' 



ОТ , 9Г 



Отсюда вытекаогь, что 

ИГ 
Ьр = 



оР ' ^ <и/ '^ ал • • 



лт дТ , ит , от 



11Т_ 



+ 



+ 






(34) 



Проэкц||| главняго момента количегтвъ двнжен|я твордаго тЬла во- 
кругь неподвижнаго начала координап. чере^гь пронзводныя огь (231 
на основан11| вмшенриведеннмхъ фориулъ по (16) н (17) выразятся такъ: 

,. Л' , ОТ , ОТ , /ОТ ^ ОТ , ОТ 



/ОТ . , от , 



(),-- 



ОТ^ I от , 



■,+-'. 



,, дТ. , от , О 



«3-, , ОТ 



/от ^ I в^" , 



\(*и 



А," 



йи» 



Уыножинъ ли выражешя соответственно на ).,, *^, 1,, сложинъ и 
вспомнимъ соотношен1я (3) и (5) !^ 57. тогда наВдеиъ проэкщю главнагч; 
нонента ко.1Нчествъ дв|1жен1я вокртп. начала координап. на по,гвиж- 
ныя оси: 



«I 



=(?»»((«)=^ + |^(л..,ц.+,/,;Г,+4-,ц,)- 



ОТ 



0|д11|гес1 Ьу ^.чОО^ 1С 
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что вполне', соотвйтствуоть § 1Н. Сюда присоединяются еще два равенства: 

(37) 

Так!. какъ ио (23) живаи сила представляется однороднию фуикцЕею 
второй степени относительно ». '(', '/", р, ^, г, то по теореи* :-)йлера: 



()ткуда, очевидно, опять вытекаетъ выраа(СН1е (18). 

Косда м 110ЛЮС1. Л в:1нтъ цснтръ пнер1ии С, то 

и следовательно в'1Ч)рая строка въ ('23) исчезаегь, а потому тогда: 

2Тг= ^/(»;-^-/»'г+«":)-1-Л^)2-|-й,/-1-СVг-^■2/Л^;■ -^ЧЕгр - 2Рр^. (38) 

Если кром!. того НОВЫ)! оси Л'=1'Х расположить по главнынъ цеи- 
т)>альнынъ осямт. инерц1и, то произведрН1Я ннерфи 2>, Е. Е обра- 
тятся въ нуль, и мы получимт.: 

■>Т = Л/"(»г -|_ ,('! -I- „"2, -I- Ар-^ -1- В^■^ + Сг^. (39) 

-!)то ирос'Н'лшиш форма живо!! силы твердаго тЬла, если распредЬ- 
ленде иассъ В1. неыъ влолн!-. произвольно. Какъ видныъ, въ общбиъ 
случаЬ выражен1е живой силы твердаго тЬла содержать четыре постоян- 
ныхъ — массу т1'>ла М н три главныхъ цептральныхъ ноиента инерщи 
А, В, С. В'ь частномъ случа-Ь, когда расиред'Ьлен1е массъ въ т11Л'Ь таЕово, 
что центральным!. :}Ллипсоидомъ инерц1и служить поверхность 
вращен1я, дв'Ь изъ пос.^'Ьдяихъ постоянныхъ становятся равпыии. Твердое 
т1;ла такого тина обыкновенно называется т1:лоиъ вращен1я въ дина- 
ническонъ СНЫСЛ1'., а та главная центральная ось инсрц1н, ко- 
торая перпендикулярна къ осяыъ равныхъ монентовъ инерции, носить 
назван1в динамической оси симнетркн гЬла. Пусть, напр., А^В, 
тогда вместо (39) нм^емь: 

2Т= М{и^ -\- н'2 Ч- «"г) ^А{р^-\-^^)-^^ С Г: (40) 

7 
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Наконецъ, ост вс* три главныхъ пентральныхъ момента ицерщн 
тЬла равны между собою, -г. е. центральнымъ эллипсоид» иъ инерц1и слу- 
житг, сфера, тогда жнвяи сила содержитъ лишь дв1; постоянныхъ: 

2Т = М{и^ + V"- -\- м"2) -\.А(р^-{'(Р'\- (2), (4Е I 

258. Лагрянжевя форма живой силы евободнаго твердаго Т'Ьла. 

Чтобы выразить живую силу споСюдиаго твердаго т1и1а черезъ нелавпсимыя 
координаты и ихъ производный по времени, въ выражен1<< (23) иодстав- 
лиемъ изъ (14) § 66 знячев|Я для угловыхъ гкоропей р, ^. г. 

^^ =;—■((;' вги <р соя в -|- 1р' .ч'т Н; 

д = ф' вш (р я/п Ь -\- (р' го» Ь„ (42) 

Въ явномъ вид* мы напишемъ выражеи1е для жявой силы лишь вт, 
томъ случа!'., когда за полюсъ взип. цент|)ъ инерц1н. Тогда по (39): 

2Г= М'}^^ -\- Л (— ф' .*(н 1р соа е -1- 'р* .■>!» Ь)' -\~В ('У ■■'1)1 ф ,ч(н Ь -\- 1р'со« ь^ 4- 
-\-С{-^'ео8<(-\-Ь'у. (43 

Уд11сь Гс оакачаетъ скорость центра ииерц1'и С (поступательную ско- 
рость гЬла), т. е. 

г-^ = 11^ 4- г('г -|- «"г = а;'^ -{- у,'г -)- г^'^^. (44) 

Прежде ч4мъ выяснить себ* иеханичесшй смыслъ производныхъ по 
»', (1)', в' отъ Лагравжевой формы живой силы твердаго тЬла, зам'Ьтим'ь 
предварительно следующее. Изъ (42) ясно, что, разсматривая р. ?, г каш. 
функц1и отъ <}', <р'. *•'» им'Ьемъ: 



аф' 



= -.Ь,„»0. *=„„.; | = 0; 



-^ = 8т*.«т(); р~ = ео.1Н; ^ = 0; (45) 

Эф' ' Э^ от ' 

^1 — ■ ^1 — п ?!' — 

Съ другой стороны вспоиинаемъ обозначен)л § 66, а также то обстоя- 
тельство, что угловыя скорости ')'', !р', 6' иредставляютъ собою составляю- 
Щ1Я ^ по осямъ А2, АN, А2; тогда, принимая во внинан1е схему фиг. 40 
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§ 57 или лримо таблицу (7) того же параграфа, легко находниъ вместо (45): 



Л' 



= <-о»(11 у. 



Зд4сь для сокращ^н1я напра8лен|я осей АХ, АХ и А2 оаначсны 
гЬми угловынн скоростями, которыя нмъ соотв^тствукгп,. 

Веремъ теперь производную яо ■^' оп. Т. рпзсхатривая Т какъ 
функщю оть р. д, /■; вь такомъ случа*: 

9(р' др д^' <I^ д^' ^ дг й(р' ' 

Подставляя сюда изъ (46), (30) и (3]), нахо.^ннъ: 

= «""со.(«"Ч') = (,'^", (48) 

если череуь (г^' означиш. главный номеитъ количеств!. движенЕя 
твердаго тЬла вокругъ оси «р' мли АК. 
1|одо(1НЫ11ъ образонъ наи.'^енъ: 

^ = (;""С01,(0"Ч')=0;,"; 

(4») 
'^ = </" соне"' Щ = ('',". 

Само собою разумеется, что 

Если данное твердое 1-1^ло ин^еть два главныхъ цеитральныхъ мо- 
мента инерцш равными, то, нрининая динямическую ось снмиетрйи за 
А2, им4емъ вместо (43): 

ЧТ= Мг'^ -\- А (?'2 -|- '/г г*»;? у) + V (-^' со» ч -\-Ь'у. (50) 
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;1ам11Т1Ш-ь. что въ этонъ случаЬ выря:кв111е лгнвий силы не еодер- 

жить лвно самихъ координагь •}- и в, а только нхъ производный; поэтому 

Д111 ука;1ЛНнаго случая 

дТ дТ 

(31) 

^Ь9. Рааличныо типы уравпен1й движенЕя свободнаго тверд&го 
Т'Ьла. Подобно тому, какъ живая сила свободнаго твердаго т-11ла иожеть 
быть представлена въ той нлн другой форм*, точно также и уравпетя 
движен1|1 могугь принимать ра:)лцчный видъ. Главныхъ типовъ уравненШ 
дв11жен1)1 три, соответственно числу формъ живоП силы, изложенных'!. 
выше: уравнондн двнженЕи, отнесенных къ осямъ неподаижным'ь, уран- 
нен111 дв11жен111, отнесенныи къ осямъ нензиЬнно съ гЬломъ связаннымъ 
и уравнен1Л движен!!! Лагранжа второго рода. Твердое т^ю, пеггЬсненно1> 
нккакнни связями, ям-Ьо!^ шесть степеней свободы (прим. в § 197); но- 
этоиу и уравнеН111 двяжен11[, свободныхъ отъ реакцШ связей, должно быть 
ташко июсть. Уравяен1Я эти обыкнов1'лно распа,;;аются на дв-Ь группы — 
на три уравнен!)) ностунательнаго движей1я и на три ураваен1Я 
лвижеп1я ||ра1цат1'льнаго. 

%0. Урввнен1я двнжен1я свободнаго твердаго гЬла, отиесепныя 
къ осяяъ иеподвиясныи'ь Урапнен111 двияжшя твердаго тЬла получаются 
непосредственно, если сриложпнъ къ разсматривае»ои матер|альной си- 
стеме законъ дв11же111я, изложенный въ ^ 192, или, что тоже, законы 
количествъ дв11жен1я (§ 1Н7) и момептовь колнчеетвъ движенья (§ 189>. 
Упомянутый законъ въ прии1'.нен1я кг. твердому тЪлу гласить:, геоме- 
трическая производная по времени отъ системы приложенныхъ 
векторовъ, пзображаюпщхъ количества движен1я точекъ тве])- 
даго т1ла, эквивалентна спетом* приложенныхъ векторовъ, нзо- 
бражаюи^нхъ д^!пствуЕопия на т1'.ло силы. Такая формулировка закона 
вытекаеть изъ зам1'.чан1я въ 1шни,11 § 187, гд-Ь было показано, что си- 
сте.ча приложенныхъ векторовъ, изображающпхъ реак11,1н свя- 
зе11-для твердаго т-Ьла, эквивалентна нулю. 

Если систему векторовъ -количествъ движен|я точекъ твердаго т11ла 
озна1:имъ черезъ I), а систему векторовъ ^ приложенныхъ къ ■Ллу св.1ъ 
означнмъ черезъ |9, то высказанный законъ сннволнческн выразится такъ: 

(^) ^= (Я), (52) 

если точка означаетъ, что оть системы 2 взята производная по времени, 
а знакъ = выражаетъ эквивалентность. 
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Система 1 .для полюса О, начала коордцнагь, характеризуется своимъ 
главныиъ векторомъ ТП, количествомъ дв11шсн1я тве11даго гЬла, и гвоинт. 
г.1авнымъ хоментомъ О. главнымъ моментомъ количрствъ движения вокругъ 
полюса О. 

Система й' для того же полюса характеризуется свопмъ главнымь 
векторохъ Р, равнод'Ьйствуюи1.еи силой, и главнымъ моментомъ /-. момен- 
томъ равнодействующей пары. 

Такъ какъ полюсъ О нсподвиженъ, то (^ 36) 1)авенетво (5:>) рав- 
носильно стЬдующимъ двуиъ: 

^1X1)= Г у, («) = (/,!. (53) 

А каждое пзъ этнхъ геометр ическихъ 11авенствъ зам+.няпся тремя 
ана.титнческинн: 

т^ _ . т^ _ . ./ш^ _ . 

Ш " (И ~ " <п 

(Г.4) 

,П " " ,И"~ ''"'' 41 ~ '■ 

если значками х, у, г будемъ (1'гм1-1Чйгь про^жц!» векгоровт, на соотв^-т- 
ственкыя оси. 

Три аервыхъ уравнсп1я (54) и Лудутъ уравн1-1ия поступательнаго 
дв11жен1я, три другнхъ- урпвнен1я вра|[|,ател1>наго двнжен1я твердаго тЬла. 

Раскрыть уравнен!!! посту пательнаго двил;ен|я можно съ помощью 
равенствъ (10} и (II) или 1,27) и (28); точно также урявнен1я двпжен1Я 
вря щательпаго раскрываются съ помощью (16) и (17) или (35). 

Такимъ образомъ вмЬсто (54) им+.емъ: 

(/ (дТ дТ <^'^\^ г 

(I (дТ , дТ дТ\ г 

если пожелаемъ все выразить чере;гь п|юизводныя отъ выражен1я (8). 
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Т^мъ же травиен|ямъ можно ,^ать вндъ: 

II (дТ . , дТ , <»Г \ ., 

^/йГ дТ дТ \_ 

III \1>,1 • + А,' '•+ Л.» '•/ ~ ' ' 

<г (йГ, , 97 , дТ , 8Т, , . , , ЙГ , , 



1и\и11 '|((8 "'"•"«,• '"""А, 



№)! = '.,; (»Ч 



л1в^ '■ + в^|'-+8,- '■ +й„(«>'.-г'..У+э^,(«,л-«.,1'.) + 
+ 5<'-л--.'/.л)) = ^,; 

если ионселаеыъ все ныразить чсртзъ ироичводныя оть выражения (23). 

Зв1. Уравнен1я лвижен1я своАоднаго тнердаго тЬла, отнеееиныя 
къ оеянъ немзяйино г.ъ гЬлонъ свазаннынъ. Эйлеровы урявке1|1я 
вращея1я твердаго тЬла. Х^я па1учен1я уравнсн1Й движения свободнвго 
твердаго ■Лла, отнесенныхъ къ осямъ неизменно съ тЬломъ связаннымъ. 
глуашть торь же законъ, о которомъ шла р*чь в-ь предыдущеиъ пара- 
граф1}, только равенство (5-2) раскрывается съ ионощью осей подвижныхъ. 
Съ ;т)ю ц'Ьлью зах'Ьчаою.. что система 2 д,1я полюса Л. начала по- 
движныхъ осеЦ, характеризуется свонмъ главнымъ векторонъ ТТХ и глав- 
ыымъ моментомъ И'-*-', а система '^ — ^главнымъ векторонъ Р и главнымъ 
мо)1ен1ч»мъ О'''. Значекъ, по прежнему, отм4чаетъ, что иоыентъ берется 
вокругъ полюса А. Такъ какъ оолюсъ А подвижной, то {§ 36) равен- 
ство (52) заменяется сл-Ьдующими двумя: 

(Ш) = (Р); {й^^П + (А-) = (/.">}. (59) 
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Зд'Ьсь подъ к ра.')ул'Ьется нононть вок11угь полюса О, нача-ча коор- 
дкнать. главнаго вектора ТП снстсиы X, нрвложсннаго къ полюсу, про- 
изводному отъ А, т. р. къ точ1сЬ А съ абсолютными координятани: 

■г- и Уа, ^..'• 
Проэкци! этого нонснта на неподвижкыя оси будуть; 

ДГ,:=П1,г/ ~Ш,х^'; (60) 

Рад|усъ векторт. точки А. очевидно, равняется «^ , ско1Юстн полюса 
,4, следовательно проэк1цы этого рад|уса вектора на подвижныя оси бу- 
дуть: 

II. и', «". 

А потому 11 иропкц!» момента К на гКже оси вурааятся такъ: 

К-^ = Г\1^н'' - Шгч ; (61) 

Формулы этн можно получить нзъ (60) и неиосрсдствоннымъ вычи- 
слен1емъ; такъ, напр., уиножаемъ (60) соответственно на ^х, 1^, И,, ск.1а- 
дываемъ, зак^няень косинусы ихъ выражЕ>н1яии (5) § 57 и затЬиъ прн- 
неняемъ то тождественное преобразование, которынъ мы восполыовалигь 
ВТ. § 66, тогда и получимъ первое нз-ь уравненШ (61). 

Геометрическ1Я равенства (59) заменятся теперь следующими анали- 
тическими: 

(![*'-{^А\ = 14"\ (^Т-\- Кг,= йг, О^'^К^^Т}^. (62) 

Значки 5, ■{[, С отмечають проэкщп векторовъ на соответственныя 
ООН. Изъ Кинематики {§ 67) ;|,7я проэкцш геометрической прои.1водной ТП 
на оси неизменно съ т1',ломт. связанны» имеемъ выражешя: 
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т,= 1т,. + .т.-рга.: 

Сивери|енно так1я же выраженш 11м1>смъ и л^и нроэкц!^ ироилводной 
*'. Поэтоиу уравнетя (62) 11е1'еп11сывя|1т'И такт, но (61): 



1т; + 1,т,.- ./УП'^Уг. 

((131 

Если же воспользуемся районсгвпии (2л), (2(1). (;)0) и (:11). то наи- 
леиъ окончательно: 



(04) 



/1 »Т <1Т 
(И 1)4 + '^ й"" 


-§-^-<^ 




(1 дТ ОТ 


-^ = ^: 




,1 ЦТ ЯТ 






,1 ЦТ , ат дТ , 


, от „ от ^ 

Оч" Он' 


= 4' 


/1 ат 01 1)Т 


, ОТ „ от 
0,, ' -о;^- 


-!^^' 


(/ от , от от , 


от , от 


а 



л *"'■''»} '8/.+" А.' ""' Он ~ '" ■ 

0,01|ге=Ь,СОО§1е 



,1 ат дт 

Л1 др + ' *■ 


ат 
-''а, 


с1 ат , ат 
м а^ + *' а'р 


ат 
"а7 


,1 дТ , ат 
Т1аГ+"ад^ 


ат 

"а-,; 
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Въ частномъ случа*, когда за полюсъ А взять иентръ нне1>1ин 
С. уравнения (65) по (38) упрощаются такъ: 

= л;"; (661 

= /.[■: 

Ндконецъ, если хивои сил!-, твердаго 'гЬла дадимъ форм;' (39), т. е. 
|.'истему осей СБТ2 заставинъ совпасть съ главными центральными 
осяни цнерц!". то пн11ем1.: 

дТ , дТ ,. дТ ., ,^., 

^ = -1^'' ^ = ''^''' -!; = '•'' с^'' 

и следовательно уравнеи1я (еб) прнмутъ видь: 



А. И. V, — главные центральные моменты инерци!. Уравнен111 вь 
форн'1'. (6Я) носдтъ название ^^йлеровыхт. ураинеН1Й вращеи!)! св(|- 
Гюднаго твердаго т^.ла. 

26',!. Вынодъ уравнен1й дв||ясен1я твердаго т'Ьла ицъ начала 
Дяланбера. Уравнен1я двнжен1я твердаго гк1а мог\"п> быть получены 
такхе съ помощью любого изъ началъ, изложеннмхъ въ глав1', XXIX. 
Въ вид* (1рнн'1'.ра покажемъ, какъ вывести эти уравнен1я и:л. начала 
Далаыбера. 

Ксли ыы желаемъ волучить уравнонЫ типа (54), то и названное 
нача.10 отнесемъ къ осямъ ненодвиагнымъ; другим» словами возможнув* 
райоту потерянныхъ силъ выразимъ такъ: 

У ( (X, ~ VI, Х1111Ьх, -\- (Г, — »и у,'1) йу, -(- (^У, — «1( г,") Ьг, \ = (». («9) 

1=1 
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Вс!*. свя:||1 свободной неизх'^^няеной системы удерживают!» н не 
содержать явно времени; поэтому въ равенств1'> (69) поставленъ знакъ 
равенства, и возможныя вар1а1ии 3^|, Ьу,, Ьг^ сливаются съ воэможныни 
перем'&щен1ям11. Через'!. Л',, 1;, Я, означены проэкцш равиод11Йствуюш,вй 
^1. приложенной къ точк-Ь (^;^, у^, г^) кассы т^. • 

Возможныя перемещен!!! како^! либо точки свободной неизм'ЬняеиоЙ 
системы но (51) § 214 через-ь независнмыя вар1ацш: 

^'^1> ^Уа< '^А1 ^'^ч '•"»■ ^^»^^ 

выряжаются гл+.луюии1нъ образоя-ь: 

3^;,^ 8x1 -|- {г, — г^ 8», — (у( — У\)Ь1л, ; 

Ъ11, = Ь11х -\-{Х1 — .с^Ьа, — (г'( — г/)Ы^; (70) 

Ьг{ = Ь2/^ А- ((/( — у,) Ьч>1 — (Л| - хд) 8», , 

Количества 8а.-.,, Ьу^, Ьгу представ-тяють собою вяр1ац1и координатт. 
^'л- Ул^ ^л полюса А, а количества 8ш,, 8ш,, 8ш, такъ связаны съ вар{а- 
111ЯМИ Эйлпровыхъ углов'ь Ь'^, 8ф, ЬЬ: 

3(0^ = яЬ! у СОЛ 4 . ЬЬ — я'т ^ . 8<р ; 

8(1), = .ч-;н !() ,-г/н 4 . 86 -1- со.-' ф . 8:р ; (71) 

8(0, ^ сох ^ . 86 -|- 8')' . 

Иодставляенъ (70) въ (69) н прнранниваеиъ нулю коэффн1иенты при 
неийвиснмыхъ варган!" х'ь; тогда нм+.емъ: 

им пи п п 

^Х,-^,»,.«," = (1; 2г,-^,»,!й»=п; 2д-2т,г,»=(1. (72) 



\\г,{11, -^!/,\ -1\(г, ~г,)1 - V ,„, |г,«(,,,- ,,,)-,,|»(г|--г^1=1>; 



У^X,(I,--.',)-X,^.п-^■.)\ - ^ш,(.г,»(г,-г,)-,,»|.г,-<,||=0; (78) 
Л 1-1 

У{ Г,(^■,-«^I-А■,0/,-,/,,)| - -^»:,|№'Ч^'|-'л)-.<'|"(У.-»д))=0. 
1=1 1-1 

0,ОИ|геаЬ,СОО§1е 
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Первое изъ уравненШ (73) можно переписать тякъ: 



»=1 *=1 и=1 '"=1 I 



тго въ силу (72) прпнниаеть виды 

^ (2,у.— }>,) — ^ т,{у, г," - г; у^>') = 0. (74) 

1=1 »=1 

Такимъ же образомъ можно видоизменить и оста.1ьныя формулы (73). 
Уравнен1я ("72) и вкдоизм'Ьненныя (73) можно переписать такъ. если 
сохранимъ прежп1я о<5означен1я: 

.=1 %=1 1=1 

111 ' ' 111 

1=1 1=1 

= 2(У<-г.-^Л-.) = ^^.;- 

1=1 

1(1 ' ' (п 

что и даегь намъ снова уравнен1я (54). 

Для вывода уравнен1В типа (63) отнесемъ начало Даламбера къ 
осямъ неизменно съ т^онъ связаннынъ; тогда работа потерянныхъ силъ 
выразится сл^ъдующимъ образомъ: 

У {(а, - т, (0^,) 35^ + (Г( — пц ч-^^) Ь8^^^ + 1 2,- - ■ »;, ш^) ЙХ^ } = 0. (75) 
»=1 

0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 
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Зд-Ёсь ={, 1'г, 2г- проэкщи на оси ЛаХа равнодействующей силы 
1\, приложенной къ точк* »1(, »\{и\-.. чг^, »г^) ускорон1е той же точки, 
а Й5,(35;, Йй'^^ , 26'^) ея возможное пе|>ем1^щен1е. 

По ана.101чи гь (70) на О(;нован1и равенствъ (23) ^ 69 .ця проэкщй 
31^, на подвнлтыя оси пи^емъ вырпжен1л: 

66',-; = 8.Уд- -|- С1 8«1т. — Г,, !ш^ ; 

?Л'^ = !.^д; -|- г,( ?и^ — 5( 8(0т, . 

Уд+.сь безконечно малыи 8Л'д: , Зй'^^ , 8^'^; представляюсь собош 
н1)оэкцш на соотвбтственныя оси лозложнаго перем'Ьи1ен1я 85^ полюса А. 
а беэконепно малыя Зш^, Йшп, Зш^ по (14) § 66 такъ свнзанм съ неза- 
лисниыхи другь ОТ!. л|>!'та вар[а111}Шн Эг1лсровы.\ъ угловъ: 

Зи): = л(Н 9 ''"■" '^ ■ 8'!' -|- '■*'" ^ ■ 8'р ; 
3(ог, — .VI" ч> .^Ь' о . Э'> -|- сои Ь . Ц : 

5(0- =^ СО" '^ . З'!; -|- ЬЬ . 

Такъ какъ онрод'Ьлитсль 

.■.71/ 9 ."/)> 1) со!^ е О I = - ■ ■•■*'" '-Р 

о 1 

отлнченъ отъ нуля, то безконечно малыл количества Зм^, Ыт,, Зсч- такж!' 
независимы другь оп> Д])уга, какъ и вар1аци1 В^р, Ь-^, ЬН. 

Подставляй изъ <7в) въ (7,')) |[ приравнивая нулю кон((|(|>нт11енти при 
85^5- ЗА' , 8*'_^;, Зо»:, Зшг,. Зй»^,' находим!,: 

1^.-4- ■.^=»^Ё'.-х .=-.Ь'-Ь ■'=°^ <"' 

1=1 ;-1 1-1 .-1 ,-1 1-1 

2(2ц, ^ Г,;,) -^ '".("М'и - - "-„а = «; (78) 

1=1 (=1 

0,ОИ|геаЬ,СОО§1е 
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(78) 

2(1-,;. --=„,, -2"М"-,,г, --..■,;г„) = 1), 

(=1 1=1 

•(айнеис)! снача.1п псрвыиъ ]|:п. уравнен!!) (77). Такъ какъ у^^ко- 
ренш «■[ с.1ужнгь геометрическою производном) но вреяенн оть скорости 
'',(<-',^' <■> • ''(С*' то по й 67 для прожцШ "■,^. "",,1. "^ ииЬомъ выражеН1я: 

(IV : 

11с, 

,1„, 

Подставляя въ верное изъ уравпсн1|> (77), вяходвнг.: 

м я « н 

X "" Ж + '' X '"' "' ■ ''Х '"' '■« = X -' ■ 
1=1 /-1 .-1 ; = 1 

а это урввве11|е ври врожвнхъ обозвачен|нхъ ;1ам'^.вяется сл^луюжил'!.: 

т. е, первымъ уравнен1еыъ и;1ъ (63). Два дру|'ихч. уравнен1я поступатель- 
иаго двнжен|я получаются точно такныъ жо обрааомъ изъ остальныхъ 
равенствъ (77). 

Шсколько д.1инн'Ье преобра-чован!? равенств!. (78). Ег.ш въ первое 
изъ нихъ встйвинъ инъ (79\ то наЛдсмъ: 

2"'""№+*''">"«''.«)-.11""'' ^^':ж+"^ >"^= 

1=1 

0,ОИ|геаЬ,СОО§1е 
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Иначе это у|)авнен10 переписывается тлиъ: 
н п н 

1=1 1=1 1=1 

1=1 

Воспользуемся теперь формулами (23) ^} (>9, которыл можно при 
принятых!. обояначен1яхъ переписать т01п,: 

[■_^ = м -)-',« - '!,'■: 

^■^: = '^"-^%^> ■=,«■ 

Въ пойИ'Ьднюю строку выражен!]) (80) подставнмт. отстда цначенш 
двучленовъ 

5"1(--ч'^.='",г:— ""; '% -^'^(='',т,— "'; 

тогда по сокращонш найдемъ: 

» м » 

^ '". I 'V, ( И, - «У - '■,: с«, Я» I = "' ^ •", '•.: - «" V '», "„ = 

= »'те-"''т,,. 

Теперь равенство (НО) можеть быть переписано такь: 

д ";"+«";"- '■<'+"' "!( - «»т, = ф 

ЧТО ц даеть первое нзъ уравнен1й вращательнаго движения (63). Остальным 
два получаются подобнымъ же образоиъ. 

263. Лагрвнжевн }-ряпнен1я двмжеи1я свободиаго тве|1ДЯ1Ч) ткдл. 

Къ свободному твердому тЬлу можно приложить непосредственно урав- 
Н0Н1Я движен1я Лагранжа второго рода (40) § 198, если ноложея1е -Лда 
буденъ опред'!Ьлять независимыми коордннатахи x^^. у^. г^, 7, ^, 6. 
Искомыя урпвнен1я им1чотъ видъ: 



0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 
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УРДВНЕШН ДВНЖ. (ВОН. твкнд. 'ш; 




а дТ дТ 

гИ 8а;,' Зх, ~ ^' ' 




,1 <)Т »т _ 




т дг; 8гд ~ ^' ' 








фдТ дТ 

тЦ" ~д^-'^^'• 




с| дТ эг 

л 8»' 89 ~ ^ 



(В1) 



(Щ) 



Но (28) и (29) § 197 произведете какого-либо изъ коэффтцентов?. 
V, напр. У,, на дифференщалъ соответственной координаты (въ нашехъ 
случа*, на Ьх^) представляеп. собою работу силь, приложенныхъ къ 
твердому гЬлу на такомъ нерен'Ьш.ен!», когда изм^ннетсн только одна 
соответственная координата (х,». Въ частномъ случае., если силы ин'1110тт> 
!1отен1цал'ь ио (30) § 197: 

'''-8хд' '^■-8^д' "■-<).'.• 



у,= 



8Г 



На основан1н вышесказаннаго иожно дать и иное толкован1е на- 
^ваявымъ ЕоэффицЕентамъ. Такъ по услов1ю 

у,8лл = У (Х.г^:, + У,Ьу> -\- ХМ), 

1=1 

гд* Ьx^, 8у(, йг; возможный первм-Ь1цен1Я точки )н, , соотв11ТСТвующ1я тому 
случаю, когда только одна координата х^ и1;няется на х^-^-Ьх^, а осталь- 
ныя пять остаются постоянными, но в^дь тогда по (70): 



сл'Ьдовательно 



8а-, = ^x^,; Зу^ = 8г( ^ 0; 
п 

(=1 

0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 
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откгда 

^. = ^.: (84) 

если по прежнему о:знач1111ъ черезъ Г главный векто1)Ъ (равнод'Ьйствую- 
тую) ириложснныхъ силъ. Совершенно также нолучинъ: 

У» = ^\; Я, = :Р.. (85) 

Подроныиъ обра 30 мъ 



у, г^ = У (А'( и, -\- 7", 8у; -\- /Г, Вг;), 



гд-Ь уже переи'1^щен1н соотв*тствують тому случаю, когда н'Ьниется только 
одна координата (р на ?+3<р. Если для упрощен!» нримсмъ, что Л.У плн 
ось 9 совпадаегь съ АХ, то при ЬН^Щ^О, ф^-^ ("удемт. нмКть 

н;)ъ (71): 

Зшх ^ 3|р ; 2(0, = 8(0, ^ 0; 

и следовательно (70) ;ця Вж! = 3»/, :=8г, = намъ даеть: 

В.Г; = 0; 8//1 = — {2; - г,) йг; Ьг, = (у; ^|^) 8«; 



а ПОТОМУ 



У= В? = 3'^ ^ { ^?, (.V, - ул) - 1'.(^< - ^,4) ! 



^■, = ь^ , (86) 

пели подъ /<( подразум'Ьваемъ главный моменгь приложенныхъ 1?и.1ъ во- 
кругъ оси |р. Подобны»'!. обра;юыъ найдемъ; 

У^ = /.^ = х;'' : Ув = Ьв = 4" ■ (87) 

Зам'Ьтныъ мсаду прочимъ, что доказанныя равенства даютъ намъ воз- 
можность выразить для силъ, ны'Ьющнхъ потенц1а.тъ, моменты П^\ Ь'^\ 1М> 
или Ь'^\ Ь'*\ Ь^' черезъ производный отъ силовой функции. На саноиъ 
дгЬд*, по основной теорем* тоорш вокторовъ (§ 9) между 7/:р, Ь^, 1л н 
названными выше моментами ни1;емъ сл^дующ1я зависимости, если вспом- 
нимъ опять схему (40) § 57, а именно съ одной стороны: 



0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 
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'-!,= к"; («в) 

/^( = /-^" "111^ 1^о/< '1 -\- />'' ' ^Ы ^ */|/ '{/ Ч- /^ '(го.« !р; 
а съ другой стороны: 

^, = л;"»'"" »+'-;>»"■»; 

л^= - л?' ■"■"'?'■''«* + ''■■™ ■""«?"■"* + 4" "■'?; (89) 

/.,= 4"- 

, 1'11шая (88), находимъ: 

Р4швн1е же уравненш (89) даеть: 

Ч*' = '-^г^ -'^в <'«»») 3^ + ^^у-'о.^'»; (91) 

г (Л) г 

Полагал ад'Ьсь по (83): 

Ь-^' ^в-^„-; Н-ц^ 

и по.1учимъ искомыя выраже1ия молентовъ черезъ производныя отъ сило- 
вой функнж. 

{'нстема урявненШ иоступательнаго дви;кен1Я (81) упрощается, если 
за полюсъ взять центръ иперпш; тогда по (43): 

'^ _ <У11 _ <;]_ __ 

Й^,■^ ('.'/с ^^с 



с1ьуСоо^1с 
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и ВМ+.СТО (81) имФемъ: 

(/ дТ _ . 

г// А/,.' 

1' от „ - 

У])авнон1я вращательнаго двил1ен1я {ЬЧ) прнянмаютъ особенно про- 
стой вндъ, если твердое т*ло им1;етъ динамическую ось С1гмнетр1и, 
проходящую черезъ дентръ инерцш; тогда живую силу можно привести 
кт. виду (50) и сл+.д. по (51) уравнен1я (821 аамФ.нятсн такими: 

: /.= : 



(93) 



,1 от 


«Л 


(11 II ^' ' 


(1^ 


(И л' ~ 


1л: 


(1 1>Т 

71 Ш ^ 


''!■ 



аь,Соо§1е 



Уравнетя двшен1я несвободнаго твердаго т1^ла. 

2т. Жнвяя сила твердаго т'Ьла. нращяющагося вокругъ пепо- 
двиаеноЙ точкк. Изъ выражешй для жиьой снлы свободнаго твердаго 
т^^а, навденныхъ наян въ предыдущее глав'Ь, легко аолучнть соотв'Ёт- 
<'Твеяныя выражен1п , для живой силы твердаго гЬла, одна нзъ точекъ 
которяго неподвижна; д.1я утого надо выбрать упомянутую неподвижную 
точку нолюсомъ и заткиъ въ ип^Ценныхъ выше формулахъ проэкц1и ско- 
|)Ости полюса положить рявныин )1улю. Такъ по (8) главы XXXIX, полагая 

.г/=: уд'^гг','^ О, 

иохоляхъ следующее выр11жен1е для живой силы разсяятриваенаго твер- 
даги гЬлп. отнесенное къ яенодвижныхъ осямъ: 

Подобнынъ обраюнъ изъ (28) той же главы при 

ПОЛуЧИНЪ Ж11ВуН> силу, отнесенную къ осямъ, ■ГГ'НЗИ'^^ННО съ т^лонъ свл- 

зпнныш.: 

1'^ли систему осей Д5Г2 заставимь совпасть съ главными осями 
инорц1Н полюса Д. то ви-Ьсто (2) будекъ им-Ьть: 

ГД+. -4. В. ("' -главные ноненты инерц1и д.1я полюса А. 



с1ЬуС00^1с 
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Точно также вмЬето (43) предыдущей главы теперк полупаемъ: 

'1Т = .-1 (У *(и '^ со,ч (» - - (р' .ч"н Ьу -\- В (•!-' .-ми ^ в;» *) -|- '-р'ео." 0)- -|- 

Иостиянныи -4, Д, С ад-Ьсь ни1'>ють тоже значей1е, что и въ фор- 
мул* (3). 

265. Уравиеи]я вр8щен1я тверда1Ч> т^Ьла вокругъ неподвужиой 
точки. Тякъ каЕъ живая сила твердаго т^ла, вращающагося вокругъ н*-- 
подвижной точки, является, какъ »ы вид1и1и, частнын-ь видомъ живой 
силы тЬла свободнаго въ томъ предположенш, что н-Ькоторыя изъ коли- 
чествъ, сюда входнщихъ, обр&л^аются въ нуль, то все, что было сказано 
нами о частныхъ производныхъ живой силы, остается снраведливымъ н 
въ наетоящемъ случа*. 

Для получен1я уравяеи|Н, отнессниыхъ къ осямъ неподвнжнымъ, 
зам*чаемъ, что всл'ЬдстВ1в неподвижкоети полюса Л между главнымъ- 
монентояъ ЕОличествъ движен1я тЬла вокругъ А — О'** и главнымъ мо- 
нентонъ приложенныхъ си.1ъ вокругъ той же точки- Ь'*' по §?5 192 н 36 
нм1;емъ завиеиность: 

{(}'*') = {и^>). (5> 

Заменяя это геометрическое равенство тремя аналитически» и, по- 
лу чаемъ: 

Ш^'^ -/.. , ;;-/г, -/., , ^^. -/.. . (6> 

Если же теперь воспользуемся формулами (13) и (14) предыдуишй 
главы, то получнмъ окончательно: 

<идР~^ ' (I^д^~ " ' 41дК~ ' ■ ''^ 

Уравиен1я двцжек1н, отнесенный къ осямъ иодвижнымъ, находятгн 
непосредственно изъ (65) § -261, если положить 



Тогда им1^емъ: 
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III 11,1 + ' в;> " '' 1>г ~ ' • 

(в) 
^^вУ №_ >Т_,<м 

,Н дг 'Т~' ()^ '> Ор ~ ч ■ 

1и)гд8 оси координать расположены ие произвольно, а по павнымъ 
«сяиъ ннерц|И для полюса А, т. е. ког,да живая си.1а приведена кь виду 
(Ч), вместо (8) можемъ написать: 

^'1 + (('-■») Г- = '-;"; 



(9) 



III 

Уравнен!» эти вполн* совиадяютъ но форм-Ь съ у)>.1внен!янн для 
«вободнаго т*ла (68) § 261, только постоянный Л, В, С им-Ьютъ другое 
;1начен1е, какъ это и было указано выше. 

Нпкоиецъ Лагранжсяы уравиен1я движен!» сохраняютт. свой видъ 
Щ) § 26Я: 

<1^ ^!^ = / . 

,1 ат -от _ , . . . 



л ай' л • ■ 

и З.ч1;еь, конеяио. для т1;ла вращеН!Я в|. динаянческонъ смысл* 
вокругь .4 Л по (4): 

!! = ? = "■ <") 

Вс.'* вышеприведенны)! уравнен!» двнжен1я будить второго порядка 
*1Тносительно трехъ функц1н времени, угловъ Эйлера— ■р, -}, 0. Каждая 
нзъ упонянутыхъ системъ трехъ уравнен1й второго порядка «ожетъ 
быть заменена системою шести уравнен1й порядка перваго, такъ напр.. 
если къ тренъ уравнен1ямъ (9) присоединнмъ по (14) § 66, еще три: 
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р:= - - 'У хЫ у ео.ч ^ -\-<^' "111 Ч ; 

(I = ф' л;»; 1р ви1 Ч -{- "р' ''"'' ''! 

г = А'соАчр -^- Ь'; 

то и нолучнмъ группу шести уравнени) перваго иирядка отнис11те.1ьт> 
шрсти нензв^стныхъ функ1(||| времени: «р, ■]', Ь, р, ц, г. 

:3в6. Уравивн1я врящен1я тяжелаго твердаго тЬла вокругъ не- 
подвижной точки. Кглц твердое тЬло, подпертое въ неподвнжпип точк'Ь, 
находится подъ д'Ы|ств1еиъ сплы тяжести, то, направивши Л.? вертикальн» 
книзу и назвавши кассу тЬла М, ускорен!» в1са д, координаты центра 
инерши т*ла айсолютныя - ^с» !/с> ^е, относительны»! — Яс ^ Чп V, легко 
находимъ: 

/.'*> = Муу, ; -/.;,■*' = — Мух; ; Ь[" = 0; 

Символы Д.1Я косинусовъ взяты изъ схемы § 57. 

Такияъ образомъ хш тяжелаго гЬла уравпен!» типа (7) оудуть: 

Уравнения же типа (9) прпмуп, видъ: 



Если къ даимъ тремъ уравнен1я1!Ъ приЛавныъ по (16) ^ 67 еще три 
нижесл'Ьдующихъ: 



^ + 4>.-,„. = 0; ^■+". 1,-.. = «: •^+^^-,А = о; (14) 

ТО получинъ систему шести уравиен1Й Ш'рваго порядка относнтельио 
шести неизв1;стныхъ фуикц!!! времени 
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Д0.1ЯСН0 зам'^>тит|>, однако, что полная пнтегршця системы 7равнен1Й 
(13) и (14) нр дасть намъ все таки окончательнаго р'Ьшсн1я вопроса о 
двинсенЙ! тЪа придется взять еи1е одну квадратуру. Д*ло въ томъ, что 
по (7) 4, о7: 

},, = ■ к'т (р С(|.ч Ь; [Л, ^ .■.■(»( (р к1и 0; V, = п" ^, 

с.т'Ьдовате.и.но новыя церемонный ^савнснть только отъ двухъ угловъ 
«р и 0; уголъ же -^ црпдется опред-Ьлнть квадратурою по зкачек1ямъ угло- 
выхъ скоростей р, '/, г, какъ объ ;>томъ йудеиъ говорить подробнее въ 
другомъ мЬсгЬ, Г'казанное цодтве|)ждаРтся гЬмъ обетояте.1ьствомъ, что въ 
одномъ изъ шести независиныхъ интеграловъ системы произвольно)! по- 
стоянной необходимо дать частное значен1е, если пожелаемъ, чтобы най- 
денное рОтен!» {)ы.10 приложиио 1гь разбираемой задаче; о вращенп! т^'.ла. 
На самомъ дОл*, если кая;дов и:п. уравнеН1Й (14) умножимъ соотв1'.т- 
1;твенно на >,, ц,, V, и сложимъ, то получимъ: 

отсы.ш видно, что ура11нен!н (14) дппускаютъ очевидны]'! интегра.гь: 

г.= + 1>.' + '.= = "»,'. 

:)ту произвольную иостоиннуш надо по.10жить равном) единице, если 
:1а функциями /,, ц,, V, цожелаемъ сохранить ихъ схыс.тъ, ка1Гь косину- 
(•овъ н4к1Грораго направлен!». 

^7. и11нематичеек1я свяаи твердаго гЬла конечная в двффе- 
ренц^йльпыя. Уравнения какой либо конечной кинематической связи, 
которой подчииено данное твердое тФ,ло, по тину (15) {^ 197 инОеть ви,т,ъ: 

АРч, !/А, -'А, Ь '^ **■ = '>. (15) 

есч1и связь удержнваюп1,ая, и видъ: 

Га-'л- .'/д. -Г1, ?. •>, ''. 0>'>. (16) 

если связь неудерживак)И[,ан. 

ПодоЛнымъ образомъ по типу (17) того же § 197 для дифферен- 
1ца.1ьно1| связи им^счъ сл+аующую аналитическую форну: 

Ф^ = Р^, х,'-\- 1'^, .//+ /V. ^/Н- Лт <р'+ ''Л ^'-\- ^'^^^ "'+ ^} = ^'^ С') 
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если связь удерживающая, л форму: 

Ф^>0. (18) 

еслн связь неудерживяющая. Д-тя аналогЁн со связями еонсчнынк мы 
Г'удеиъ коэффишенты Р съ двойными значками означать производными 
отт. л^'.вой части уравнетя связи по соотв'Ьтственной скорости: 

р _^^/. р _^*>. р _<>'^1 . 
^' " а^-,' ' * "~ Л// ■ ^^' — ^)гд' • 

(19) 

Такъ как'ь число степеней свободы твердаго тЬла равно шести 
(й 1981, то общее число удерхивающихъ связей конечныхъ и дифферен- 
■иальнмхъ не ножетъ превышать пятп; въ нротивномъ случае ъс■^. шесть 
независнныхъ скоростей т-кла опред1;лились бы изь ^уравнен!!! связей, и 
С.111Д. движен1е т+ла было бы вполн1', известно. 

268. Прн111ры на связи твердяго т11ла. а) Кс.1и точка №,(^.. г,„. О 
твердаго тЛла закреплена неподвижно, т. е. если ея абсолютныя коорди- 
наты Хв,у^,г, иостоянны. то обстоятелктво это равносильно по (1) Я '>' 
задан1к) трехт. нижегл'^.дующнхт, конечных!, связей: 

^.1+ ^о'г-Нт„у;^-1-;„ч^ а-„=0: 

?/.|+-.Ч-|-'). !»» + :.%- ?/.= "; С^О) 

г,, + =,>. + 1о|1. + ;о>-. - г„ = С. 

Когда ТОЧЕН п'д взята за полюсь А. уравнеи1Я (20) заменятся такими: 

X, — а-о ^ (»; т/^ 7/„ ^ (|; г', ■ г„ ^ 0. 

б) Если точка п»„(;„, т,„. С^) твердаго т11ла должна оставаться на 
данной поверхности: 

ГА-.: .V, г, = '>. (21) 

то уравнен1е связн, очевидно, будеть: 

П (•'■ . + =.!. + ■^^^. У. + :. '^ . Ух -I ;. Ч + Ъ- Мг + =0 Л . 

^л + ^.>«4-г,.Р, + :.V., = 0. (22) 
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в) Если точка т^{1„, т],. Со) твердаго тЬла не можеть покидать кривой; 

Л (.г, у. г, /) = 0; М-^: у. г. = 0; 
то 1ЕЪ уравнен1ю (22) надо присоединить еще второе: 

М':,+1Л,+ Ч.;.+ Г..-, = 0. 

г) Положимъ. что неизи'Ьнно съ тЬломъ связанная поверхность: 

т, ',. С) = о, (23) 

должна касаться плоскости: 

г' = {). 

Уравнон1е этой плоскости въ относительныхъ координатахъ будетъ: 

^А + Н1,+ Гц, -Ь 2у, = (I; (24) 

оели большими буквами означинъ текущ1я координаты. Но В'Ёдь плоскость 
(24) должна быть касательною къ поверхности (23), е-тЬд, ея уравненш 
«ожеть быть приведено къ виду: 

гд-Ь ;, Г,, ч координаты точки касанЫ. Отсюда вытекаеть, что 

Иогда изъ этихъ уравнен1и мы наёденъ 5, т^, С какъ функщи оть 
^и }*., ''.I ^А и затЬмъ вставимъ въ (23), то и получимъ искомое уравнеше 
связи- Такъ напр., если поверхность (23) э.члипсоил1.: 

1^ + 1 + ^- 1=0; (26) 

ТО вместо (25) ии'!^е11'ь: 

'.:... -.-.= ^44:-'; 



(•«-■ 
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Подставивши въ (26) и воспо.тьзовавшись (7) ^ 57. им^етъ урав- 
иенЕе искомой связи: 

.'<Ш'<^{а^со>''Ь-\-Ь-^п1'Н! -1- с^еох'-^ - г/ = О. 

,1,1я сферы при н = Л^е^Д и]1*емъ просто: й^-г,^^!). 

;|.) Пусть воойще некоторая поверхность: 

т. ч- '■ ') = ", 

связанная съ твердымъ т1'.ломъ, касаетсн во всо время двнженЫ поверх- 
ности: 

/'(х, //, =■. /) = 0. 

Пользуясь равенп'вамн (1) 4^ 57, отнесемъ уравнен1е носл^^тней по- 
верхности нъ оснмъ АЕГ7 и сл-Ьд. приведешь юь виду: 

^'(^■.+а>. 1-11^.+:-'. 1}=ФС-, 1-,. ; ') = <); 

при челъ, конечно, въ выражен10 Ф войдутъ какъ параметры шесть ко- 
ордннать твердаго тЬла л-^, у^, г,, ^, '}', Ь. Координаты точки касанш 
Е|, Гц, м удовлетворяють съ одной стороны уравнетнмъ: 

/■(;. г,. :, /> = и; Фх^, п. ;. I) = о, г27) 

такъ какъ эта точка лежить на об4ихь поверхностях!,, а съ другой сто- 
1)0ны ураввешямт.: 

(); ■ *Л, ' 0'^ О'- ' ()г, ■ < " ^" ' 

такъ какъ нормали къ той и другой новерхиости совнадвютъ. Ьлли изъ 
четырехъ уравненШ .(27) и (2Я) нек.1ючить Е|, 1(1, Ч1, то п нолучимъ 
одно уравиен1е связи. 

е) Положимъ, что неизн'Ьнно связанная съ твердынъ'т^ломъ кривая: 

г, = Л(3); ; = /:(;); (29> 

должна все время касаться неподвижной кривой: 

Относинъ неподвижную кривую къ осямъ, иснзясЬино съ т^.10мъ 
связаниынъ. Тогда найдеиъ уравнен1я: 



: в\{%у, 1 = ^211). (зо; 
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Въ фунЕщп Г1 и >'; войдуть параметрямв координаты твердаго 
г4ла. Координаты точки касан!» крнвыхъ означинъ 5|, Гц, С1 . Эти коли- 
чества должны удовлетворять уравнен^яиъ (29) н (30), такъ какъ точка 
-1* ^|^^ <>1 лехнть на обЪнхъ лншяхъ. Кроы'Ь того, совпадение касатель- 
ныхъ треоуегь, чтобы тЬже координаты удовлетворяли н уравнбя1янъ: 



'Ш — '1Е1- '^1 — '11} 



ту 



Когда \\лъ шести уравнен1Й (29), (30) н (31) исключинь три коор- 
динаты ТОЧЕН кас8Н1я, то и получимъ искомый три уравнен1я свяэе1|. 
Напр.. пусть огь АН: 

г, = 0; ; = О; (3-2 > 

до.1Жиа касаться круга: 

= = 0; ^:' -^ ./• =. V. 

Уравнен1я круга въ относительны хъ координатахъ |1удуть: 
^.1 + ^^ + г,)>, + ^, = 0; (x^, 4- 5), -Ь г,(х. + '-ъУ + 

Л-{УхЛ-Ь,^г,^,^1-^,)'=1. (33) 

Равенства (81) им^ють зд'{;сь видь: 

1, = 1.; (.'■ч+5>.+у.-ь:V.)^.+(.'/ч + ^.^-^ц» + ;V,)^,==о. (з4> 

Иск.1ючая нзъ (32), (33) и (34) координаты с. г,, И, им1'.емъ оконча- 
тельно уравнен1я связей: 

^ , = о; ), = 0; {^■^ \^ — 1/^ У^)- = ] . 

Коли оо^Ь кривыхъ стануть пряными, то уравнении связей будегь 
не три, а четыре. Такъ. вусть АН можетъ лишь скользить по ОХ; тогда 
уравнен!» (29) и (30) будутъ: 

Г;=.0; ; = 0; ,/, + 5)^-|-т^р, + ;7,^0; г ^^^-),-{-г,]1.-\- :■>, = ()■. 

а уравпен1я (31): 

•/.^ = о; ), = О. 

А потому нско»ыя уравЕен1я связей: 

у, = 0; г, = 0: ),, = 0; >, = О. 
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ж) Пусть кривая, принадлежащая твердому т1.лу. 

т;^ /,(;): С=/;(|); (35) 

должна касаться неподвиашоН поверхности: 

Г{г, у. г) = (I. 

Если уравнение поверхности въ относительных1> координатах!.: 

Ф(1. т,. ') = 0, (Яв) 

то координаты точки каган1я до.1жны удовлетворять уравнон1ямт. {.')5), (46) 
и еще стЬдующему: 

выражающему, что нормаль къ поверхности (36) и касятельнаи 1{ъ кривой 
(■35) взаикноиерпенднкулярны. Исключивт. изъ четмрехъ уравнен1й (.35), 
(36) и (37) координаты точки касатя, и получимъ искомое уравнеше 
гвязи. Напр. пусть окружность: 

;г -^ т,г = 1; ; = О; (38) 

должна касаться плоскости: 

г = 0. 

У](аввен1е плоскости въ относнтельныхъ координатах!.: 

г, -Ь ;;, -I- 1||х, + Я = о. (ЗВ) 

Равенство (37) им*етъ видъ: 

М-цД=0. (40) 

Исключая изъ уравнешп (38). (39) и (40) координаты 5, г,. С, нолу- 
чпмъ уравнен1е свя.!и: 

г,г_|_V,!=]. 

Какъ въ ЭТОЙ!, ирим*])!. ж), такъ и въ П|)едыдуще111ъ е) разсужден1я 
ничуть не НЗМ+.НЯТСЯ, если въ уравнен[я крнвыхъ или поверхностей воидеп. 
явно время Л 

з) Пусть твердое гЬло неизм'Ьнно связано съ гибкою питью, не под- 
дающеюся кртчен[ю. и пусть другой конец!, нити соединенъ съ часовымъ 
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яеханюмом'к, соибщающниъ нити постоянную угловую скорость ш„ вокругъ 
касательной. Тогда, ест касательную къ нити въ той точк*, гд* она 
прикреплена къ твердому тЬлу. прниомъ за ось VI, то уравнен1е данной 
неннтегрирующенся связи Лудг-ть: 



(41) 



'(' -]- ф' ''О'-" ? — п»!) = *>■ 



Другш примеры на неинтегрирую1Ц1яся связи д,1я твердыхъ тЬлъ 
прив*'денн въ >? 197. 

^09. УрнвнеиЫ двнжен1н неевободнаго твердяго т^кля. Пусть 
данное твердое т*ло нодчннгно к конечныиъ связямъ типа (15) {^ '267: 

/;(х,. //„ г„ (р, ф, 6, 1) = 0- 1= 1, 2, 3,...*; (42) 

н 1-1 днфферснщальнымъ типа (17) того же параграфа: 

^= 1, 2. л,... к,. (43) 

Гумма *.■ + *! но можетъ превышать пяти. Если уравнен1е (42) про- 
дпффгренцируемъ но времени, то получимъ: 






(44) 



при чемъ, очевидно. 







Ж 
*.|' 




*_ 

^^а' 








_ А . 


"Л' 

Л' 



(45) 

Л 

На осноиан!» ойщихъ сообран;ен1|1 главы Х\\'11 |ш тицу ураБке1пи 
(;)3) § 197 Лагранжовы уравЕен|я дв||жен1я несвоЛодваго твррдаго тЬла 
будугь: 



(46) 
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(I ()Т от 



~ ат: - -^' + 2. '■' *77 + 2- 1'' 5)77 • 

(46) 
1'1 -' 1-1 

1=1. ^ ; = 1 
I.- к; 

,1 ОТ ОТ г, I V- ЭД I V ""фу /■-, 



'' ''2' "Т _^ \ от, VI <)ф; . 

«ели сохранимъ о[)ОЗначев!}1 § 203. а также воспо-тьзуемсн равекстваин 

(19) § 267. 

Припоминая значеи|с Т^ Лд . пзъ нача.1а одкородиостн заклю- 

. ЗЛ Оф, 

чаеиъ, что количества '(д-:— ' ^^^;^^.... представляютъ согюю прозкшн 

на иеподвижиыа о('и главныхъ векторовъ си.чъ реак111[(. я количества 

, Щ »ф, 

ч-^- • 1^у дг; ••■■ служап. главными моиентлнн снлт. реакшн вокруг!. 

осей (р. ■]', й. 

Поэтому, если уравнен1я постуцательнаго движен1я (46) мы пошеда^тн 

бы отнести къ осянъ подвнжиымъ, неизменно съ тЬлоиъ связаннымъ, то 

по (64) § 261 нолучилн Оы первое уравнен1е въ такомъ видЬ: 



</ ОТ , йГ дт ,, , V , / ал , , "Я ■ I * , \ ( 



VI (оф . . оф , , "« . \ 



Но, если мы в-ь у|)авнен!яхъ (43) н (44) скорпети у"д'. у^', л'л' :|.'1и^- 

яимъ скоростями ". "'. "" съ понощью равенств!.: 
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!/,' = "!, + »>,-!- "•■',; («) 

то очевидно по (451: 

^1 4--?^) 4--?^) --* ''^Х-1--?^ 'ЛА-Л-'Ч^ ?!/^ЭД1. 



*>) л_^^- Д-'"''-') _('Ф/ аг/ . 9Фу а?// , йФ^ йг/_ЭФ^ 



А потому вместо (481 и двухъ другнхъ соотв^тственныхъ уравнен1й 
ноасенъ наплсять; 



Ш~лГ'^''Ян« '' На' 



~1 ./-1 

дни '■^^1 ' ви' т^^|'^-' А.' • 



^ ИГ И' аТ „ , V .. ХТ! , V .. <**> 

Л йи' + '' Ни '' ди' ~ _ _ 

(-1 )-1 






й/ г)м" ~^ ()(/' „,. 

?=1 ,; = 1 

Иодобнымъ образомъ, если припомнинъ соотношен1я (91) § '263 
иеагду ионентами около разлнчныхъ осей, то первому изъ уравненШ вра- 
щательнаго двиа:ен1я иожеяъ дать видь по (65) § 261: 

// ат , от '01' , ЦТ „ чт ,,„ , 
Лй?- + '5Г -'57+"*^"" й;^=''' + 

+^ ' 1 а? ° + I, эв ■ »') I т т I ^ 

Но. еели опять въ уравнен1я (43) и (44) в1|1-.сто угдовыхъ скоростей 
'^', у. О' по форз(уламъ: 
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составляющимъ сл^^дств1е соотыотекШ (14) ^ 66, введеиъ перен11нным 
р, 1, г, то, очевидно по (45): 

^^.^пН^(^!й,„.^^Щ'^^~^ ^'4.^ ^4-^ ^_^- 

г'-р '^[дЧ ^ д^} я;» -р &^' ф "^ («»■ 3;; "•" 9^' др др ' 

г*Ф> ... /9Ф.- (*Ф,\^о.-(» сФу гМ' , дф^ дЬ' , аФ. 9^' дф. 

"? \^ ''*' /■*'"? '^?' др^дЬ' др^ д^' др др 

Если воспользоваться этими соотношвн1ям11, то уравпеню (51) и еще 
два еиу аналогичных'ь нохеы-ь переписать такъ: 



лет, 
тар 




.'11 


'+ 


" 9п» 




Д' 


ч 




+ 


ь 


М1 

Ир 


4г 


дф, 






ЛдТ , 


ОТ 

'4 




+ 




" л» — 


К+ 



лат , 1)Т от , И' ,37 „„ , 

к к. 

1-1 у-1 

Если силы ^им^юП) потенц1алъ и если ироизйодную 01-ь силоиоё 

ли 



функцш V по времени -тт означимъ черезъ 6", то легко, подоСно 
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дыдущему, уб'Ьдчтьсл въ рявенствахъ: 



■ 3»"' 

(54) 
ЛИ'=-^; Ь'"=^; Ь1''=^"' 



' ')р ' "1 ~ а^ ' с — а»- 



Ооицн ходъ пнтегридюваи!» системы (4в) и (47) или рй аиалогичвоЁ 
оыль илложенъ нами въ -^ 186 и 197; тамъ же говорилось и о гоотв*тствен- 
кыхъ первм*нахъ жь ход!, р15шен1я, если одна или н1^сколько связен не- 
уде рживампмя. Шесть уравиенШ (46) и (47) — второго порядка относительно 
нензвЬстныхъ фуикц!!! времени х^, ул. г-д, (р, 4'- '>■ -^и система шести 
уравнен1й второго порядка аамЬняется системою двенадцати уравнен!^ 
порядка порваго, если къ (46)11 (47) присоединить очевидныя равенства 

1Ь:х , III/ л • ''^1 , <1'9 , с/'Ь <1Ь 

Уравнения тнповъ (50) и (53) въ соедннеши съ шестью равенствами 
(4!)) и ( 52) цредставляють собою совокуиносгь двенадцати уравненШ 
нерваго п()|И1дка относительно двЬнадцати яеизв'Ьетпыхъ функ!^!! времени: 

■''л, Ух, ^л, <р. 4' '^З "> "'' ""; Р> Ъ '■ 

Легко оыло бы составить для несвободнаго твердаго -Ллл и уравнен1Я 
тииовъ (55) н (56) 1^ "260 Предыдущей главы, но мы на этомъ останавли- 
ваться не йудемъ. 



с1ЬуС00^1с 



Вращен1е тяжвлаго твердаго тЪла вонругъ неподвижной точки. 
Эйлеровъ случай. 

370. Эйлеровъ случай вращен!» тяжелаго твердаго т^ла вокр]ггъ 
неподвижной точееи. Вра1цен1е твердаго гЬла но ннерц1и. 1'1^шен10 
вопроса о вратенп! тяже.1а1Ю твердаго тЬла вокругъ неподвижной точки 
представляеть собою одну иэт. галыхъ ннтересныхъ н вм+.стЬ съ тЬмъ 
сакыхъ разработаннмхъ зядачъ о движеши матер1Яльно)1 спстсз1м. {{опросъ 
этогь въ общемъ вид* нревыи[аеть пока силы пна-тиза, но зато мы ихЪемъ 
много р1'.и1ен11! для рааличныхъ частныхъ случаевъ. Наиболее важнымъ 
изъ нихъ является такъ называемый случай Эйлера, а именно вращен!*' 
тяжвлаго твердаго т*ла вокругь своего центра инер1й1г, закр1^нленнаго 
ненодвняЕио. Уравнен1я дбижон1я такого тЛла, отнесепныя къ неподвиж- 
нымъ осямъ, если нача.10 коордикатъ ном'Ьстить вт> ненодвнжномъ центр11 
инерц1и, т. е. положить: 

^■с = у, = г^ ^ (I, 
по (12) § 266 будутъ: 

^ дТ (1 дТ (} дТ 

Уравнешя типа (13) того же § 266, отнесенный къ осямъ нонзи^^няо 
с'ь гЁломъ связаннымъ. прнмттъ вндъ: 



,11 
(1,1 

Л1 - 



-.{С-А),у: (2) 



С~={А^В)П: 
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такъ какъ но услов1ю 

«5 = V = V — о. 

Какь уравнения ([). такъ и уравнен!!! (2) представлиюп. собою лиш1. 
частные случай уравненШ (7) и (9) § 265, соотв'ЬтетвующШ тому услов1ю, 
что силы, приложенный къ тЬлу, не даютъ момента вокругь точки опоры, 
т. е. что 

Л'-" =г 0. 

Движете твердаго тЬла вокругь иеподвижио!! точки подъ дЬйств1ем1. 
сплъ, не дающихъ момента около этой точки опоры, ноенп, назван1е 
враи[ен1я по инерцхи. Такимъ образомъ Эйлеровъ случай служить част- 
нммъ елучаемъ вращен!)! по инортци, когда тЬло тяжелое, а точка опо]1ы 
совпадаетъ съ центромъ ннер1ии. 

Но в'Ьдь уравнен1я (2) сохранять свою форму и ,аля свободнаго 
твердаго тЬла, если ограничимся лишь разсмотрЬя1емъ одного врлща- 
тельнаго движен1л около центра инерцги и положимъ, что силы не 
дають момента вокругь этой точки; сказанное ясно изъ ура8нен1Й (вЗ) 
^5 261 для Ь<'>=(). 

Итакъ задача о вращешп твердаго тЬла по ннерцш вокругь непо- 
движной точки, эак.1ючаш11[,ая въ себ'Ь Эйлерово двнжен!е какъ частный 
случай, совпадаетъ съ задачею о вращательномъ движенш свободнаго 
твердаго тЬла вокругь его центра инергцн, если только силы не даютт. 
момента около назваинпго полюса. Вся разница В1, уравненЕяхъ движенца, 
интегрирован 1е которыхъ даеть р1'.111ен1е, состонп. лишь въ значен1яхъ 
ностояиныхъ Л, Л, С: въ первой задач! это — главные моменты инер[ци, 
соответствующее точк* опоры, а въ последней -.по — главные центральные 
моменты инерц111. ^ЗауЬтпмъ, что для Эйлерова движен1я и указанное ряз- 
лнч1е псчезаетъ: точка опоры и центръ ннерщи совпадаютъ. 

Ирим'Ьромъ снлъ, не дающихъ момента около центра инерц1и, крох1'. 
однородное силы, напр. силы тяжести (Эйлеровъ случай), могуть служить 
еще' силы взаимод'Ьйств1я или внутренняя (§ Х8У), а изъ вн'Ьшннхъ — силы. 
зависящ1я оть притяжешя или отталкиван1я :>лементовъ твердаго тЪла 
неподвижными центрами прянопропорц1она.11[,но разстоянш. На самом ь 
Д'Ьл*, пусть п 'гочекъ (^:|, уи 7(1 массъ т^ неизменяемой системы 
((^1, 2, 3,...») притягиваются или отталкиваются к неподвижными 
центрами (л^-, Ь^■, е^) массъ ^|.^^^^ 1, 2, 3, ...4) силами прямопропор- 
щоиальными произведению массъ на разстоянее. Тогда сила ^((Х^, Т,, 2,). 
преложенная къ масс* т,- определится своими прозкцЬши: 
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к к 

=1 ;■= 1 

А: 



^=1 



у=1 



гд'Ь ко:^фф|11иеы'п, е положителенъ для си.ть притягательныхг и от11Ица- 
теленъ для си-ть отта.1кивательных1,. Составляоиъ выражение д-чя про:)КЦ1Й 
^_е, Л^, //, главнаго момента Ь пнлъ около начала коордикатъ: 

(=1 

I» ^ п к 

1=1 ^=1 1=1 ^=1 

1к к I 



.'/.) 



^=1 ;^1 

Подобный же выражен!!! получниъ II Х1Я Ь,, Ь,. Отсюда исно, что 
^^0 при Хс=ус-=-г:(^<У, т. р. при совм^щен1и начала координатъ еь 
центроиъ инерцш. 

Когда д*ло идетъ о свободиомъ 11;лЬ, не надо унускат!. и;)ъ виду, 
что ыы говоримъ лишь про одно вращательное двнжонте; поступательное 
же двнжсше ндетъ своимъ чередомъ такъ и.1и иначе сообраапо съ зако- 
номъ количества двпжен1Я или центра инер1ии (§ 187). Такъ напр., если 
тЬло тяжелое, центръ инерц1Н йудеть падать по парабол* (§ 100), а т^-ло 
одновременно будетт. вращаться вокругъ атой точки по инерщи; если не- 
изы'Ёняеная система притягивается вышеупомянутыми неподвижными мас- 
сами )^^ , то, какъ легко вывести изъ (3), центръ инерщи неизменяемой 
системы будеть описывать .э.1липсъ {§ 101) вокругь общаго центра инерщи 
притягивающихъ массъ )^^ п въ тоже время неизм'Ьняемая система будеть 
вращаться по инерц1н вокругъ своего центра инер111и такъ, какъ будто 
эта точка остается неподвижною, и т. д. 

Въ дальн^йшемъ для изб^жанЫ повторен!!! мы будемъ говорить лишь 
о вращен!я тЬла вокругь неподвижно!! точки. 

371. Проет'ЬЙш1е иатегралы двнжен1я. Теореха Лагранжа. Живая 
сила Т твердаго т15ла для разсматриваемаго случая по (3) § 264 иожетъ 
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быть приведена къ виду: 



отсюда 



дТ 



(5) 



Уд'Ьсь на основан1И зан^чан!м, <1дЬланнаго въ нача.1'Ь § 265, по (30) 
в (Н!) § 257 череэт> <т означенъ главный номептъ количествъ движвн1я 
твердяго тЬла вокругъ точки опоры. 

Дал^е по (Я2) и (33) ^ 257 изъ ((юрмуль (5) выводимъ: 

!| = о. = е ™. (Ох) = Ар I. + "Ч 9-. + (V V, ; 



ы 






(») 



д^ = О. = « ™» (г; г) = А,, ;., + й? |1, + о- V, . 

Уравнепш дви'ла'н!я (1) интегрируются нопосрсдствонно к по (6) 
даютъ: 

(;, = Ар 1. + Щ |1, + О- V, = Г, ; 

«, = Ар ), + Л, |1, + О- V, = Г, ; (7) 

в, = Ар I, + В,, р, + Сгу, = Г, ; 

гд^ Г1, 7^2, /^3 произвольныя постояниыя. 

Интегралы эти иредставляють собою ничто иное, какъ законъ со- 
хранен1я номентовъ количествъ двиа;ен1я (§ 190). Уравнен1е семейства 
Лап.1асовыхъ или неизм^няемыхь плоскостей по (.1а) 4; 190 будеп> 



(1.х + (1,у + (1.г = г, 

здЪсь 1 произвольный цараяотръ. УрйвненЕо того же се^сейства, отнесенное 
къ осямъ нодвижнынъ, будеть 



н=; + (,•„ + (,■[,• 
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И.1И по (о): 

Об1»ати11ся теперь къ у1)авнен1лнъ (•2). Умножая ихъ соотв'Ьтетвенно 
на ^), 2, /■ н складывая, получаемъ: 



-4+«'§+^';;и°^ 



откуда НОВЫ)! четвертый интегралъ дв11жен1н: 

Лр'- + Дд: + 01^ = 2Л; (9) 

А ■— постоянная проп:)80.1ьпая. 

Зд^сь по (4) ми им'Ьемъ ничто пное, как'ь 11нтсгра.1ъ живоп силы 
вращательнаго движен1я; его «ожпо было бы написать непосредственно, 
если принять въ сооЛражен1е, что обраи1ен1е въ нуль главнаго момента 
сн.1ъ Ь(^х, ^». -^.) вокругъ точки опоры влечегь за собою н обращение 
въ нуль работы прнложенныхъ кт> твердому т+.лу силъ на любомъ воа- 
можнонъ перем'Ьщекш. Высказанное положен1е само сойот вытекаетъ из^ь 
УСЛ0В1Й равнов1'>с1я, наиденны.\ъ въ.нрпм. в § 214, но въ справедливости 
его можно уб1>диться и аеиосредствснио. Любое возможное двня«'Н1е твер- 
даго тЬла, ннЪющаго точку опоры, состоитъ во вращен1и, которое харак- 
теризуется мгновеиною угловою скоростью о>{Р, <4. В). Тогда возможное 
перем*щен1е 8;?((?Х1, 8//;, Йг';) какой либо точки (г^, у^, »■,) гЬла ла про- 
аежутокъ времени Й/ представится такъ: 

Ь:^ = г1(Ягг- Иу^; гу^ = Ы{}{х, - 1%); гг^ — Ы{Ру^~Ях,). 

А ио'гому работа ЬЕ, которую говершаг-ь силы /''((Л';, 1',, Д), прпли- 
жевныя къ точкамъ тЬла, выранится с.тЬдующимъ образомъ: 

ЬЕ= 51 (А'. Ьт^У^ Ц^-\-2> 8г.)= В/ 1 Р^ (2^ у, — 1\ г,) -\- (^ '^{Х,гг-2,^;)-{- 

■^В'^^Т^x^—X^у^)\ = Ы(Р^,-\-^^,-^2^^.) = Ы.Ысо.■<^^^»}. (10) 

что обращается въ нуль одновременно съ Ь. 

Если бы мы умножили уравнсн1я (2) соответственно на Ар. Лд, Сг 
и сложили, то получили бы снова полную пропзводкую по времснн: 
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Интегрируя, им'Ёонъ: 

А=^^г _|_ в--,!;- + б'=;2 = Г, (п) 

гд11 Г постоянная произвольная. Но, очевидно, этотъ ннтегралъ не само- 
стоятельный, а иредставляегь собою лишь комбинац1ю уже найденных!, 
интеграловъ (7). На санонъ ^я.% если равенства (7) во;1высимъ въ ква- 
драть, сложнцъ ы прихсмъ во вниианю соотношен1я (2) § 57 иежду коси- 
нусами, то найдемъ: 

.12^! ^_ в=,/ + Сг~- = Л= + Г,= + Гз=; 

откуда ясно, что иостояяная 

Г= Л* + Г-} -{- Л2 = №; (12) 

ел'Ьд, интогралъ (11) выражаетъ сойою лишь постоянство д.1ины главнаго 
ыояентя количествъ движен1я. 

Интегралу живо!! силы (9) можно дать видъ: 

Восполь;(угмся тетерь соотно|[[ен1ями (о), а также следующими: 
I) = а)е(1й(в'^); 1^ =; м ео«{*лг^\ г = в»со*'(щС); 
тогда нм'Ьсмъ по (12) равенство: 

выражающее собою постоянство проэшип мгиовонной угловой 
скорости на неизм'Ьнноо направлен}** момента количествъ дви- 
жек|я. Доказанное положеп1е носпп. на.')ван1е теоремы Лагранжа. 

272. Геошетрнческая нвтерпр«тац1я Ро1л80(. Какъ мы видкш 
(§{^ 265 И 266), полная интегран!» уравнен)!! (21 должна ввести шесть 
независиныхъ другь отъ друга постоянныхъ произвольныхъ; мы же до 
сихъ 1Юръ нашли ихъ только четыре: Г1, Г2, Гз, к. Т15мъ не мен^е, 
какъ цоказа.ть Ро1П801, зная только вышеприведенные простЪЁш1е ннте- 
гра.1ы, мы въ еостоянш дать в>1олн11 ясную геометрическую картину раз- 
сматриваенаго ;(биж(.'н!я. Съ этою д^лью строимъ одинъ нзъ ;^ллипсоидовъ 
инерщи 'Н1ла, соотв'Ьтствующихъ точк* опоры. Х'я взятыхъ осей уравнен1е 
такого эллипсоида по (20) § 162 им1;еть впдъ: 



ЛЕ» + Вг,г -1- № = 1. (И) 
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Опред'Ьлимъ точку перее'Ьчои1я атой поверхности съ мгновенно») 
осью тЬла, уравнен1е которой но (13) § 66 будоп,: 

координаты сь Гц, С] точки встр'^^чи до.1ЖНы удовлетворять одно- 
временно уравнен1я«ъ (14) н (15). Изъ посл*димго уравкен1Я нм'^оыъ: 



Р 1 >■ )..>2-|- ,/-!-,-: » 

если мгновенную угловую скорость озяпчимъ че}1с:!ъ о, а |1ад1усъ вектор!, 
искомой точки через'ь р|. Подставляя отсюда въ(14} аначен1яд.тя ^1.1)1. м 
чярезъ р1, нолучнмъ такое уравнен1е для нахоя;ден1Н р1 : 

откуда по (9) им1.е)п.: 



т. е. длина р<1д1уеа вектора точки встречи мгновенной оси сп. 
эллинсоидомъ пнс'рцнг прямонропорцгопальна угловой скористн 
Т'Ьла. 

По (17) нзъ (16) выводимъ: 

г,^_^; т„ = ^; С,= -А- (1Н) 

Проведемъ теперь плоскость касательную къ ;•ллнпс(^пду ннерц1и въ 
точки (?1, г,1, со. уравнение этой н.10ск0сти Лудетъ: 

.4=1;^-^^^^1I^ + С^IС= I; (19) 

сл1Ьд, раастоян1е ея Л огь точки опоры (начала координать) вырпантся 
такъ: 

А — - 



Подставляя сюда изъ (18), иаходимъ: 

Л-- &--. - 



аь,Соо§1е 
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или по (11) и (Г2) 

А = ]^ = шЫ., (20) 

т. с. плоскость, касптельная къ аллинсинду инорцги (14) въ точк* 
встречи ;*той поверхиости съ мгновенною осью, находится отъ 
точки опоры и» неизн'Ьинонъ разстоян111. 

Съ дру1Ч^й стороны уравнен1е (19) разсматриваемои плоскости можсмъ 
по (18) переписать такь: 

Ар I -\- Щ 15 + Сг ', = у 2/1 . 

Сравнивай съ (8(, виднм'ь, что ;(та плоскость ирпнадлежитъ къ се- 
мейегву ноизиЪняомыхъ плоскостей, Такъ какъ на11рав.1ен1е неизм1'>- 
няемыхъ плоскостей постоянно во времени, а взятая плоскость кром1'. 
того но (20) находится на постоянномъ разстоянш отъ неио.движной точки. 
то плоскость эта (19) неподвижна въ простраиств-Ь. 

Соединивши все выи1есказанное. мы можемъ разбираемое вращен1е 
твердаго тЬла охарактеризовать сл1'.дук1П1имъ образомъ: твердое тЬло вра- 
щается по инерщи вокругъ непо.'^внжной точки такъ, что неи;Ш'Ьнно свя- 
занный съ нимъ аллипсоидъ инерц!!!, соотв11тствук)Щ1Й точк* опоры, ка- 
тится безъ сколь;кен1я по одной изъ ксизы'Ьняеныхъ ллоскостей, не- 
подвижной въ пространств'?.; при томь угловая скорость тЬла пропорцю- 
иальна длин-Ь рад1уса вектора точки касанш эллипсоида съ плоскостью 
катан!». Движен1е аллппсонда по п.10скостн будетъ Батан1еиъ безъ сколь- 
жен1я потому, что общал пхъ точка (сь г,1, С]) лежить на мгновенной 
оси (15) и с.11">д. находятся въ мгновенномъ поко*. 

Если мгновенную ось (15) разсиатривать не какъ ось (§ 9), прове- 
денную изъ нача.1а координатъ, а какъ прямую безъ направлен1я, то 
точк'?. (11, Гц, л,) будетъ соответствовать еще другая точка, Д1аметральш) 
иротивоположиал первой и также .1ржащая на перес*;ченш названной 
примой съ зллнисоидомъ инерц1и. Вто1)ая точка оЛладаеп, т^мн же свой- 
ствами, что и первая; поэтому, если желаенъ, можемъ сказанное выше 
изменить такъ: при вращен[и по инерцй! эллипсоидъ ииер1ии т^ла, со- 
отв1;тствующ1й точк* опоры, катятся безъ скольжен1я по двуиъ парал- 
лельнынъ неиодвижнымъ неизменяемы мъ плоскостямъ съ угловою ско- 
|Юетью, пронорцюнальною длнн-Ь хорды касания эллипсоида съ названвыни 
плоскостями. Постоянное разстоян1е между плоскостяни равно 



2Д __ 
в 



у/2Л. ■ 
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На фиг. 106 плоскости катания названы Д и Рг; О — точка опоры; 
0А!"1=0ЛГ: = Д; «11 и»г — хорда касан1я; Ош— мгновенная угловая с1Н)рость 
тЬла, пропорщональная Огпх или, что тоже, т,т2. 




273. Интерпрет&ц|я .Мае СпПнЕгЬ'а. Въ геоиетрнческоИ 11ллюстрац1и 
Р0111801 аа основную поверхность, двнжен1емъ которой характеризуется 
движеН1в всего гЬла, Йылъ принят!, эллипсондъ инер1ии. Но съ этнмъ 
э.1липсоидоиъ -Лсно свяяанъ другой — гирацюнный {§ 163). Мае СиПа^^Ь 
иоказа.1ъ, что и движен1е гнра1цоинаго эллипсоида точно также даеп. 
весьма наглядную картину врлщен1я гЬла по ниерц1н, нрпчоыъ, как1. не- 
трудно сообразить, геометрическ1е образы Мае СиИа^^Ь'а получаются пзъ 
соотвЪтствениыхъ образовъ Ро1|18оЬ т^мъ же путемъ, какимъ эллипсоидъ 
шрашоннып строится по э-члипсоиду инерц1и (^ 163). 

По (28) § 163 уравпен1е одного инъ гирацюпкыхъ эллипсоидов!., 
соотв'Ьтствующ.пхъ точк* опоры, ,для взнтыхъ осей (главныхъ осей инерги») 
будетъ: 



Л 



С 






(21) 



Прямую, служащую основан1емъ главнаго момента котичествъ дви- 
жеи1я гЬла вокругь точки опоры, на:!овемъ для краткости ноизм'Ьнною; 
она по (5) изображается уравиен1емъ: 



Ар В(1 ~ 



т 



Изъ интегра.1овъ (7) заключаеиъ, что прямая эта неподвижна въ 
пространстве. 

НаЙдемъ точку встречи леизи^^нной прямой съ поверхностью (21). 
Координаты 2г, г,2, С; искомой точки должны одновременно удовлетворять 



0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 



гл. хи § 273. эйлБРовъ случай ВРЛЩ. ТЯЖЕ.1, ТВВРД. Х*ЛЛ. 
обоныъ уравненЫн^ (21) н (22). Изъ посл1;дняго ны-Ьонъ; 



А = Л1 = ^ =, У'У +_^г'+^г '___ ^ Р2 . /.^д) 

Ар Ва Сг у'А^р^'-\-в^^^-А^^■^,•^ <^ ' 

если воспользуемся интегра.10мъ (11), а рад1угъ векторъ нскомоИ точки 
встр14и оэначимъ черезъ р; . Подставимь отсюда аначенй! 3;. г,-, С; черезъ 
Рг въ уравнеН1е (21); тогда найдемъ: 

(.V + 5'/ + <-•'-) ^'==1, 

откуда по (9): 

р- = -^ = еои.(.; (-24) 

т. е. точка встр'Ьчи гнрацЮянаго эллипсоида съ неивн'Ённию 
пряхою находится на иостояиномъ 1)азотоян1и отъ точки опоры, 
н сл11Д. неподвижна. Такихъ точекъ дв*, д1аиетряльно протнвополож- 
выхъ; он* замЪняютъ собой) дв'Ь нензн'ЁыяРМЕлхъ плоскости Ро111но*, 
Нзъ (23) по (24) им'Ьемъ: 

5,= _4^; ,,^Ж; :, = ^. (,5, 

\/211 ' у 2/1 у>/1 ^ 

Строимъ въ точки (3;, I];, ';) ПЛОСКОСТЬ, касзтельную К1> оллнпооиду 
(21); уравнен1е ея оудетъ: 

х = + ж' + ? = ='- (^« 

Косинусы уг.швъ нормали къ чтоИ плоскости проиорнтонлльпы колп- 
Ч1'егваз1ъ; 

л ■ л ' с ' 

или по (2.5) количествамъ: 

р-.ч'.'-; 

«•д*д. направление нормали къ гпра1110нному аллинсоиду въ не- 
подвижной Т0ЧК1-, параллельно игновеннои угловой скорости 
т-Ьла, 
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Если теперь подчислимъ разетоян1е 8 касательной плоскости (261 отъ 
точки опоры {нача.1а координять), то найдемъ: 



> (26): 



V 



у л_ !!1! _1_ \1 

т ^ с 



1/2* 



. М*. 



\'р'- 



-г + ' 



т. е. разстоя111е касательной плоскости (26) отъ точки опоры 
обратнопро11орц10нально величин'^ игновепноп угловой ско- 
рости. 

Изъ всего ска;шннаго выво.^ииъ сл'1".дтющее: вращен!? твердаго тЬла 
110 инерши происходить такъ, что иеизи1;нио связанный съ гЬломъ гира- 
цюнный эллицсоидъ, соотв'Ьтствуюицй точк^ опоры, во все время двилкен!» 
проходить черезъ дв* неподппжныя точки, лежа1Ц1я на нснзн1'.ннон пряной; 
при этомт. угловая скорость Ила направлена по перпендикуляру, опущен- 
ному и.зъ точки опоры на плоскость каеате.тьную кь гирацюниому эллип- 
соиду въ одной изъ шшодвнжныхъ точекъ. а по величин* своей оГ1ратно 
пропорц1ояальиа |)аз1'тоян1ю названной плоскости от-ь точки опоры. 




На фиг. 107 неизменная прямая (^^й О -точка опоры; »1 и »;— 
неподвижный точки; Р — плоскость, касательная к-ь гиращонному зллин- 
соиду въ точк* «1; 0?*^перпендикуляръ, опущенный изъ О на 1'\ О» - 
игновеннпя угловая скорость Нла, обратной ронорцюнальная отр!.зку ОЬ. 
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274. Опред'Ьлев1е р, ц, г кавъ фуввц1й вревенн. Прежде ч^ыъ 
Ш'роНти къ нахожденш дпльн'Ёбшихъ ннтегра.10въ дв1шен1я, разберемъ 
н'Ькоторыя неравенства. Пусть моменты инерц1и А, В, С такъ распола- 
гаются по своей величине: 

Л<Л< С, (28) 

г. <\ пусть ось 5 расположока по бодьшоИ, а ось X по малой оси эллип- 
соида инер1ци (14). Крем* того по свойству момеитовъ инерции {§ 162): 

.4 + /* > С. (29) 

Соединяя интегралъ живо1( сплы (9) съ иитегра.10мъ момента (11), 
легко нах<|димъ: 

■2А.4 — а- = В(А — В),р 4- <-' 1-^ " *^')'=' ; 

■2//Д— б'! = (-{В— V) г"--\-А{В -- .4)У ; 
2Ш — <Г- = А 1 6' — .4 )7)* + В {С — В) ч"- . 
Отск>.1,а 110 (28) вндимъ, что 

2АС' — и^- > II; (30) 

2Ы — ^■!<0; (31) 

о инак'Ь же третьей раанос-ти ничего напередъ сказать нель:)н, такъ что 

2ЬВ — а- :^ 0. (32) 

Ра-зЛнраемыя неравенства можно переписать сл^аующимъ оЛразонъ: 

<П ^ .4" ' (Г- "'' В ' Ц2 > с ' 
или по сравнен11о съ (20): 

Лг<^; Д'-=:;^; Д=>^- (33) 

Тогда краНк!я неравенства станутъ очевидными геометрически, такъ 
какъ они выражаютъ, что разетоян1е касательно!! плоскости къ эллипсоиду 
ин»рц!и огь 1(ентра поверхности не можетъ быть больше. Ч'Ьмъ оолыиая 
полуось, и меньше, ч'ймъ малая. 
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УравненЕямъ Эйлерв (2) можво двть вндъ: 

^^) _ Б- С Ц _ С —А 11г _ А- И 



(II ~ А ' ■ III ~ В 



П- 



Умножая каждое нзъ атихъ равенсгвъ соотв1'.тствснно на р. ^, 
складывав, иаидемъ: 



I В -^ С , С- А , А-В\ 



= -(А^В)1П~С)(С -А)^^- (34) 

Такъ какъ 

то постараемся и р, <]. г вирааптв фтнкф'вмв оп. ы. Съ ;<тою цф.л|.ы р4- 
шнмъ относительно р^. ^-. г^ систему травнен!Й: 

А' 2'' + № (7= + С= г' = (;=; 

Ар'- +- 1^^' + с = Иг, 



Первыя два уравнения нзв1>стные намт. интегралы, а ноелЬднее вы- 
ражаегь собою зависимость между ш и )'. '/. *■. 
Определяя р^. нахо,явмъ: 

.1= II' С : ' а-- В' с \ 

р'- \ А II С I = ; 2* в с I . 
11] I I : «: 1 1 

Раскрывая и сокрав^ая на (В -С), получаемъ: 

);'(.!— ЛиС - Л1 = 2//(В-|-6-) — «' ^ВСч'; 



ВС I -111 (В + О — О' 

°(.4— В)(С — ЛП ВС 



Такъ какъ .чробь 



г/|(В+ С) — О' 
ЛС 
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но {Щ положительна, то можрмъ принять 

--ВС - =""'■ 

<"'Т. другой стороны по (28) др(10Ь 

■ВС' 



(.4 - В)1С -Л) 
сл^. ложно положить: 

Ш'^ _ 

{Л—В,(('-^А)-' 



(37) 



(38) 



Поэтому вместо (36) им1;е)||.: 

р- = аг («г - »1:). (391 

Подобнымъ образом'Г. напдемт.: 

^~ = Зг2((и;2 - Ш-): (40) 

|! = 2з=((.' »,'); (41) 



гд11 

: _ '■•■' 

"= ~(В-С-|(.4 -ВУ 



•1к{С\А) -11^ ,_'2/|(.4 + В| - <>•■ 

" СА'^' '• "' ~ АВ ' 



(42) 
(43) 



Д1)оЛь, нпз8аина^[ щ-, положнтельнп на осиованш (29) н (30). Полу- 
челнмн пали кыражен!)! для р^. ^^ '" показывають. что 

«.г < «;!; ш^ > (0,2; щЗ > шз". (44) 

Опред'Ьлясмъ теперь знакъ разностсИ Ш]^ — ш;^, ш;- —щ^. И}" -101=; 
инЪркъ: 

*"=' -"з'= ^^д/ (-2/'.^-^'^): (46) 

"''"'"''= ^АВС С^^'^- <'■''■ (*^> 

Отсюда выводнм'ь по (.'(0) и (31), что ш^' всегда больше «1^ и щ^, 
а энакъ разности щ^ — Ш]^ одинаковъ со ^ишкохъ л1>вой части неравен- 
ства (32). 
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1Годстав,тян икъ (39), (40) и (41) въ (34), поел* еокрав^еяЛ! н«хо- 

димъ: 

Ш1а' = т'^ =± >/(«»- — '"1'Я«Г-'-=) И — "3=) . (48) 

При интегра1Ц)1 этого выражен!)! разб^фемъ три случая: ]) когда 
■>АВ — «2>о, 2) когда •2Л7?~(72<0, 3) •г^|В — (Р==0. По (33) эти 
случаи соотв^Ьтетвують усювЕямъ: раастоян1е Д Гюльше. меньше н-ш равно 
средне!! по.1уоси :»ллипсоида 1гнерц1и. 

Итакъ пусть ^АД ^'=>-0; тогда по (47) Шз^^*"!" н сл1".д. по (44) 

<02~ > Ю- > «3- > о>Г. (*9 1 

Такъ какъ ш^ кожеть нзм1;нлться лишь отъ Шп- до шз*, то полагаем!. 

ш- =; Ш-' еок^ 1) -}- Шз" .'<(н2 ^^ ^ щ;' — (ш-^ — ш^-) )^ш- ц, ' (50) 

гдЬ Г) новая порсиЬиня!!. Отсюда легко находимы 

^2 _. ш^; ^ ^и,2 _ . (Вз')со.ч-г,; |;>1) 

Ш- - 0)г =(0)2- — шг)(1 --Н,ч-»("7,); 



ГД15 



(52) 



что по (45) и (46) положительно, а по (49) численно меньше едини11Ы. 
Подстаашя въ урав1!ен1е (4У), получаем-ь: 



-.'1^1 = ^е\/1-к''.^}пЦ, (53) 



Б^ = Шг' — Ш!^. (54) 

Подрадикальное выражен1е вг. (53) нн при каком'ь ве1цественномъ 
значен1и г, не можетъ обратиться въ пуль, гл1.д. во все времн движен1л 
Г(' сохранить ;1накъ своего нача.1Ьнаго значен!» 7]„'. Нетрудно уб4д!1Т11Ся, 
что начальнымъ значен1емъ г,о, которое определяется лии1ь по своему си- 
нусу (50), можно всегда распорядиться такъ, чтооы т),' было положительно. 
На саиомъ д^л^, дифференцируя (50). им1'>емъ для начальыаго момента 
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откуда опред-Ьляет*.!! :(накъ у произведены <'о.'')5оТ,„'. Кслн это п])оизведен1е 
[10лож11Т(.'Льнц, б^'ремъ со.чГ)л>-0, т. е. т|д<;-— . и сл*д. Т|о'>0; если 
произведен1е отрицательно, йоргмъ йо.'(Г|о<0, т. е. 11о>-з-> я сд-Ьд. опять 

Г|в' > и. 

11о:гго»у въ выраж<ч11и (ЬЛ) сохраняемъ одннъ положительный знакъ: 

,1т1 



Инт1'гри11у11, находим!.: 



\VЛ^ = " + '■ 



I |/1 — ^-:.V;^^:^| 
<} 

гд^, Э новая, пятая 11|чл[ЗБ0лы[а]| иостонннам. Отсюда ио § 135: 

и сл-Ьд, на 0(:нчван1и {Щ, (4У) и (41): 

,,= а-и-.'<;н«и(.($; + ^); (55) 

/■ = яз е А- СО.Ч 11Ш (г1 -{- р). 

,ия случая И/В- '''■<;(', цолучаемъ совершенно гакияъ же путемъ: 

Ч = Я; Е1 *1 .■<((/ тп (Н1 ^ -^ ?); (56) 

/■ = азб1Д»ш(е1/-|~?). 
гд* 

, , , 0)2=— М!^ 

причемъ снять о ■< Х|^ ■< 1. 

Для случая промежуточнаго ■>111}—<Р=И ио (47) им'Ьемъ: »!!=»(*, 
и сл*д. вм-Ьсто (48): 

ш ^" = =^ (<о= - <ог) (/о-г^-ш^. (57) 
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Вводи»1. яовую персмЪпнгю щ, полагая: 

о,,1 - - а,г ^ 7,2, (58) 

и сл+.д- по (45): 

(1|2 __ щ^1 ^ щ,г и^2 .. 7,2 ;= Н^ - Г,^, 

Подставляет, въ (57) и сокращармъ на т,: 

'!'> = - ог- -тл 



гд* Р Н0ВШ1 постояннан произвольная, а двойной :{някт> отнгтенъ къ ра- 
дикалу « = ±('0)2^—0)1^. Иначе 

в _ ь 

е -\-е 
если 

а = » (/ + р). 

А потому 

р = )(11 хссЛ 0; д = нз; (дк в; *- = »аз яее// в. (59) 

Зд*сь мы воспользовались соатношен1езп. мраду гиае|)болическими 
функ1йями: 

1 — 1д1Г'Ь ==. 8Рс11^Ь. 

Такъ какъ при безграпичномъ позра('тан1и вреневи / аргументь О 
стремится къ =!^ со, и сл*д, «рсЛй къ нулю, то изъ (59) заоючаемъ, что 
въ разбираеыомъ случае двиаЕев1е асимптотически приблихается къ по- 
стоянному вращен1ю вокругъ гроднеЛ оси эллипсоида инер1ии съ угловою 
скоростью Шг . 

275. Опред'Ьлен1е угловъ Эйлера какъ функцШ времени. Непо- 
движныя оси координать 0ХУ2 до сихъ поръ были расположены произ- 
вольнымъ образомъ; теперь нримемъ для упр01цеп1я, что 0^ параллельно 
главному моменту колнчествъ двнжснЕя О. Тогда 

(?, = 0; 0^ = 0; 9, = 0\ (ВО) 
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а потому нзъ (5): 

Лр = (г': = О),; Пд = а^ = 0^,; Сг = 0^ = Оч,. (61) 

Подставляя сюда значен1я косинтсовъ нзъ (7) ^ 57: 

X, = - Ф) <р ГОК 0; ц, = 8111 (р пи 0; V, = сок % (62) 

н|11;емъ дли опррд1;лрн1я угловъ ^ п Й сл1-.дуюш1я [швонства: 

с»,.» = ^'; (4,8=-^^. (вз) 

Х1Я иахон;ден1я же третьяго угла ф прндетея произвести еще одно 
последнее пнтегрировпн!е. И:}ъ равенствъ (14) § 66: 

1)=: — у х'т^ сояЬ -[- 1^' х'т Ь; 

2 =г ф' »>)! (р .«(» 9 4-?' '■"■'•■ '> '< 
иск.1ючая (р', иаходимъ: 

!}.',ч(н !р = - ^) ео8 Ь-\- ^ и'п> ^I^, 
или, уяножая на вп/ (р, по (62): 

ф'к(п*|р = — 11^1111^ совЬ -\- /^ 81П <^ 1П>1 Ь = р}!-\~^^^,. 
Зах'Т'.няи эд^сь ипк^, I, и ц, изъ (61) и (63). получасмъ: 

' «! - С'!'! 

ИЛИ ПО (9): 

"' ~ (,': ^- б':;» ~ С + С ' О' - (■! г' ' 

гдЬ г по (55), (56) или (59) уже иаиъ известно ипкъ функц|я времени; 
сл*д., взявши квад1)атуру. им^.е»ъ: 

"К — шестая н поел+аняя погтоянная произвольная. 

276. Полол1щ. Герполод1Е. Точка квсаи1я эллипсоида инерщи и 
плоскости катан1я, перем-Ьщаясь съ течеи1емъ времени до той и другой 
поверхности, описываеть на этихъ поверхностяхъ н^которыя кривыя. 
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Путь точки до эл-чнпсоиду 1шер1ин назваиъ 1*о1П8оЕ полод1ею, а п;ть по 
неизменяемой плоскости — ге|)110лод1ею. Такъ какъ ра-шматриваемая точка 
лежитъ на мгновенной оси. то ясно само собою, что 110.10Д1Я служить на- 
правляющею подвнжнаго аксонда, а ге1шолод1Я— направляющею аксоида 
неподвпнснаго для разбнраемаго вращек1л твердато т4ла {§ 72). Поэтому 
мы будемъ иногда называть аксопдъ подвижной конусомъ иолод1аль- 
ныиъ,^а неподвижный — конусомъ герполод1адьны11ъ. 

11о.1од1я — -кривая алгебраическая четвертаго порядка; уравнен1я ея 
легко получнтг. изъ чисто гсометрическихъ соображенИ). Любая точка 
(5, I), С), 11р11надлежаща)Л10лод1н, лея:и1-ь па млипсонд-Ь (14): 

.4=: + Лг,г + с;: = 1; (64) 

и обладаетъ тЬмъ свойствомъ, что плоскость, касательная въ ней кь 
эллипсоиду инр])[йи, наход1ггся отъ центра эллипсоида на постоянпомъ 
рязстоян!и ^ 

-^- 

Урявпен1е на;))1анной касательной плоскостн будетъ: 

гд^! =, Г, 2 текуиия координаты; поэтому неизм1;нность 11азсгоян1я Л вы- 
разится ровенствомъ: 

АП' + в'г,- + (;■;'= ^ ■ (66) 

Пере(-Ьчсн1е двухъ соосныхъ эллнпсондовъ (64) сь (65) и дастъ 

искомую кривую— П0Л0Д1Ю. 

Если о61'. части уравнения (64) умножимъ на -г^ и затЬмъ вычтенъ 
изъ (65), то получимъ: 

-* (-* -^)^' +"{'>-■ Ь) V + с (с - - -^) ;' = о, (66) 

уравнен1е конической повер-^споети, ннЬющей вершину въ центре эллип- 
соида, а ваправляю11(ею кривою — полод1ю; другим1г словами, написанное 
уравпеп1е изображаегь собою подвижной аксоидъ для даннаго двпжен1п. 
Чтобы оирод1;лнтг> положеп1е ;1Того конуса относительно глявныхъ осей 
инерп1и, припомнимъ неравенства (вЗ); изъ нихъ видим'ь, что первый 
коэффиц^рнгь въ выражен!» (66) всегда отрицательный, а последи!!! всегда 
положительны!!; что же касается до ередняго коэффиц[ента, то знакъ ого 
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меняется въ зависимости отъ начальныхъ услов1Й. Когда Д^> д-, т. е. 
разстояы1е плоскости катан1я отъ центра эллипсоида иревышаеть длину 
срвдне11 полуоси эл.1ипсоида инерцш, коаффнц1енть при Т)- въ (66) больше 
нуля, и гл*д, полол1альны8 конусъ охватываетъ ось 5. Когда Д* < -я- > 
т. е. разстояв1е Д меньше е11едне11 полуоси катящагося эллипсоида, коэф- 
фищентъ при 1^ меньше нуля, и сл1'.д. полод1альны11 конусъ охватываетъ 




Въ н1юмея:уточномъ случа*. когда Д^;^-^, т.е. р11:(Стоян1е Д равно 
средней полуоси, полод1а.1ьныН конусъ распадается на дв1'> плоскости: 



5 = -*-:1/-2<?-=:Ж 



-<) 

проходяиия чсре;1Ъ среднкш» оп., я соответственная полод1Н представ. теп. 
собою два эллипса. На фпг. 108 это :^л.^^шсы В Е В1Е1 п ВПВ^Пх. 
Точки -4. В, С изоЛражають сооою вершины ;».1липсонда. 

Когда Д становится ранныиъ -р. тогда уравнен1е (бб1 принимаетъ 
видь: 

и с.11;д. по (24) дасп. 



Соответственная иолодЫ П11рвраща(тся въ точку А (фиг. 108). Точно 

также для Д' = -г,- , иолод1л стягнваетсн въ точку С. 

Не надо упускать изъ виду, что уравнеБ1Я][и (04) и (во), еойственко 
говоря, определяются дв* полод1и, симметричный относительно точки О, 
центра млнпсоида. 
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Герполод1я, какъ сейчасъ увидимъ, кривая трансцендентная; поэтому 
ыы не булемъ искать ея уравнен1я въ конечномъ вид'Ъ, а ограничимся 
лишь выводоиъ Д11фферекц1а.11>наго ураввен1Я этой кривой. Съ этою ц1^.1Ы(> 
заи'Ёчаемъ, что если {Фиг. 1и9) центръ у.1Липсонда О спроэктнруемъ на 
плоскость катан1я 5 въ точку Оу и черезъ К означимъ точку встр'Ьчн 
мгновенной оси тЬла От съ плоскостью 5, то отрЬзокъ 01ЛГ=р пред- 
ставить собою рад|усъ векторъ точки на герполоди! для начала въ Ох. 
Изъ треугольника ООхК им*емъ: 



=ол:^— 00И=Р12 



-Дг = 



если вспомнимъ ооозиачсн1Я (17) н (20); отсюда 




Подставляя въ (44), находпмъ сл+,дув)щую днфферетмальную зави- 
симость между р и вроменейъ: 



**р ;« = ^/(^*.=+1"--»г)(".==-^*?=- ^)(^*?=+1~»г) ■ < 



08) 



КСЛН Д.111 С0К|).111(1'1а)1 ПОЛОЖИЛ!.: 

-'' ''' _ ^'' '■' _ 



то )шъ (37) и (43) иолучаоиъ; 



4/1= 



*'^ - »1= = (,» . (70) 
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А ыотому вместо (64) 11)11^е11ъ: 

Какь мы вид'кт (33), количсствя 

/ < и; » > о; 
нштому для »(!>0 п|Ю11;шоден1я: 

тп > 0; п1 < I); Ы < О; 
а Д.1Я т < О произведен 1н: 

тп < 0; III < 0; Ы > 0. 

Гл1;д. вевм'стш'нность радикя-та (71) тробуогь, чтобы р моючалось, въ 

н1 1т 

первонъ случа*, между — о7 " ~ ' 37 ■ ^ во второмъ случат> — между 

— -тг- и --^г ■ Отсюда выводпмъ, что при т аглкчнонъ отъ нуля герпо- 

лид1я содержится между двумя кон11е|1трнческиии окружвостямк. Для случая 
иромежтточнаго, когда т-={), вместо (71) нм1;емъ: 



;^^=-рУ^А (--"'■-?-), (72) 

гд!;, какъ и всегда, и1 < о. Нзъ напнсаннаш выражен!!! заключаемъ, что 
р не можеть превышать у — п1. 

Пусть б о:шачаеть уголт,. которы!! образуетт. рад1усъ векторъ герпо- 
.10Д1И съ неизм*нны)1ъ иа11равлрн1е1[ъ ОХ. Если (Фиг. 109) проэкц1ю 
мгновенной ОСИ Ои на плоскость 6' назовемъ О]»!, то, очевидно, на- 
нравлен1е 01 «1 будеп. совпадать ст. нанравлешемъ р. Такъ какь по услов1Н1 
(Й •275) плоскость 5 параллельна плоскости ХОУ, то по сказанному: 

V 
"Р ' 

если сохранинъ прежн!!! обозначен!». Отсюда выводнмъ: 

л _ р^■~^р^ , 

ид^сь для сокращения запятыии ознапенм проязводныя оо временя. Прекде 
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всего иреобразуемъ числлтель. Иолытягь равркствлми: 

а также тЪив, который по (16) >; 67 шаучпкитя изъ ннхъ дифференци- 
рован1ГЧ1ъ: 

Г ^ рХ -\- ,/ V. -1- 'Ч ; ^' = рХ + 7 V. + >-\: 

и!сЬе)1ъ по (Л) § 57: 

_РУ'- - ^1"= (?/■' г<1) ).. + {,7/ рг') •А. ^(М'~ <]Р') V (74) 

Нспоинпвши Эйлеровы уравнев1и {•^). легко наидемъ: 

,1:'-^■,/=^^\в(л~I^)^«^■--С((■~А)^„=} = 

= ;^ |. -1(Д5= + С,=) -/(=,= -- Г! ,= ]. 

Прнбавииъ И вычтем'ь въ скобках'ь но Л-р", лагГ-мъ подставим!. и;гь 
(9) И (II); тогда полтчимъ но (69): 

д^■.-^,^•=.^^^^■^ЛI, -(,•=) =4^ л (75) 



■ ш 



ПодоГшымъ о(||)йя(|»7>: 

Съ помощью ;л-ихъ преобразованш формула (741 лринимаоть видъ: 
Р^' Ч1'= зшр (-1>^0, + №,»ф, + С'=™у.|. 

Вставляемъ сюда :шач1:-н1я косинусовъ ),. ц,, V, изъ (61): 

РУ - ^Г^ = -^ {АЦМ-\- I^^^^Ь„-{-СЬ^п). (76) 

Выражения (39), (40) н (41). на основанп! соотношен!!! (67) и (70), 
ыогутъ быть переписаны такъ: 

А И 
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Если отсюда подставинъ вт. (76) и нрпиемъ во вни»ан1е равенства 
(69), а также сл+.дуюпия тождества: 

Л (Д — С) + В(6'— Л) Ч- С (Л — V?) = 0; 

ЛЦВ— С) -\- ЩС—А)-\-СЦА-- В) = ~ {А — В) (В — С){С--Ау, 

то вм-^-сто (70) найдоиъ: 

р^'--^1' = ~(' + I„„,. (77) 

Съ другий гторопн по тео]|0111. .|аг[шяа:а (13); 
2/1. 



"-а 



а потому изъ (67): 



/ч+ 0'г= (ь! - Дг= о,: ^'^ = 2Лрг. (7У) 

Подставляя (77) и (78) въ (73), получаемъ дш1н||е|И'ыц1альное трав- 
нен1е, связывающее уголъ Ь съ вргменемъ: 

,(/0 2Л , , 1т„ 

Разделан почленно (71) на (79>. находцмъ днффе11енц1а.1ьное урав- 
нвн1е герполод1и: 

откуда и :)аключаемъ, что вь оощемъ случаЬ конечное уравнен1е разсма- 
триваемон кривой зависнтъ огь мллнптнческихъ траненеядентвыхъ. 
Нъ частности, для т =: О, уравиек1е (80) упрощается такъ: 

1^ -.«„„. 



± р »'— 2 Ар! 

р_ 
-^1 
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зд-Ьсь ДЛЯ сокращенгя положено 

* ^ "" й 

Интегрируя, иаходнм'ь: 

е — произвольная ностояниая. Кривая (Фиг, ПО) ил-Ьегь агиматотическШ 
иолюсъ въ точк'Ь О1 и увивается вокруп. и'то въ двухъ направ.1ен1ях-ь. 




377. Вторая ннтерпретац1я Ро)п!401' Картина раясматрвваенаго 
движеп1Я, данная Ро11шо(, за-ч^чательна по своей кростот*, ясности и 
наглядности въ геометрическомъ смысл'Ь, но за то роль времени въ неЛ 
скрадывается, такъ какъ въ геометрическомъ образе н^тъ ни одного эле- 
мента, который изменялся бы пропорц1она.1ьно времени. Съ н-Ьлью выра- 
зить ясн'Ье зависимость огь времени, РошноЬ предложилъ еще другой 
ссособъ представить сеСЛ, двизсен1е тЬла. Разлоаснмъ (Фиг. 111) мгновен- 
ия/: ;/; 




ную угловую скорость гЬла Оо) на двЬ составляющ1Н —одну Ол но наирав- 
лен1ю главнаго момента количеств!, дви;1:ея1я О, другую 0^ по направ- 
лен1ю къ а лернендикулярному. По теореме. .Гагранжа (13) первая со- 
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•2А 
ставляющаи постоянна и равна ^т',. что же касается до второй состав- 
ляющей, то она и'Ёняется и по вел11Ч11к1;, и по направлению какъ вь не- 
нодвнжнонъ пространств*, такъ и внутри самаго движу щагосл гЬла. Гео- 
«етрнческимъ м^стомъ пряыыхъ 0^ въ т^л* служил, некоторая кониче- 
ская поверхность, неизменно съ тЁломт. связанная п носящая яацван1е 
второго. конуса Ро1П8о(. Нетрудно уо-Ьднтьгн. что этоть конусъ будеп. 
второго порядка. 0:)начимъ координаты точки р черсзъ Е, г,, С; соотв+.т- 
ствснныя координаты точки ш будуть р. у. /■. Такъ какъ прямая ш(! па- 
раллельна главному моменту количествъ двнжрн1я Ст, то уравнРН1е ея по 
(5) оудсгь: 

Гъ другой стороны точка } дожить въ тон неизм'Княемон плоскости 
//, которая проходить черозъ точку О и которая сй-д. по (Я) изображается 
уравиен1емъ; 

.^^»5-1-/^,^)]^-СV; = ^. (4-2) 

Означивъ оЛщую величину отнотен1й (81) череаъ ), н)|||(\чъ: 

%^рЦ-\-).А)\ г, = г/(1 +).«); ; = П1 +),(■), (83) 

Подставляя въ (й'^), няходимт. уравнен1е дли >,: 

А,Г- + В,: + С,-- + 1 (.1-/Р + В=,= + С-,') = (I. 



п п 


(9( и 


(И): 






•2Л-1-и;- = о 




откуда по 


12У): 


















\ 


•2Л 


л=. 




Равенства 


(Й8) 


тонерь 


намь давггь: 










1>:ч 


.* =- 
Л- 


^ !■) 






.-- ^- 


в 



- ■ т 

Но точка {[), I}, <■) лежптъ на иоддмжномъ акеонд!. ((>»>'. следова- 
тельно 
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Подставляя вм'Ьсто ■/>. <[. г величины, шп, 11|>ипа[>н{(1нллг.п111я. нахо- 
днмъ у1)пвнен1е лскомаго конуса: 



{Н5) 



Когда 'гв1>11Д0е ткто (5удртъ совершать спое дв11Ж1.'Н1е. конусъ (85) 
будетъ катиться по неподвижной плоскости Л, но катиться со скольжс- 
н1емъ, такъ какъ онъ вм^^стФ. еъ ч-^ломъ йудегь |10в011ачиваться вокругь 
оси 01 съ постоянною угловою скоростью. Если бы плоскость и II конусъ 
(85) онлй вполпЬ шероховатыми и прнтомъ плоскость // иа1^.1а воз- 
можность вращаться вокругъ оси Оа. то гЬло своимъ движон^емъ прив^мо 

■>Л 

бы плоскость II въ равном'Ь)1ное вратенк' ст. уг.1овою скоростью ур - 

Другими словами, тогда уголъ поворота плоскости за некоторый промежу- 
токъ времени былъ бы пропор1ионаленъ этому промежутку. Прикр1^.пивъ 
къ плоскости 77 стр'Ьлку 0^^, мы могли бы двпжен1емъ этой стр+..'[ки по 
неиодвпжному циферблату измерять время. Вообраэимъ себ!; теперь 
нао*5о|)Огь, что часовой иеханиэмъ сообщаеп. плоскости // поскшнное 

цращен1е -.,- вокругъ Оа; тогда эта плоскость съ помои^ью трен1я или 

зубчатаго сц-Ь!1лсн1Я съ конусомъ (а51. непрерывно къ плоскости // при- 
легающииъ, сообщила бы тЬлу. нс'Изм1;нно съ конусомъ связанному, какь 
разъ такое двнл:ен1е, которое т11ло совершаггь. вращаясь по ииерп1и. На 
этомъ соображои1н основано устройство прибора, изв11стнаго подъ яазва- 
Н1емъ герполодографа Баг1)опх-Коеп);гй'а. 

278. Установ11вш1яея или етац1онарныя вращенЕя твердаго т1Ьла 
110 инерц1и. Изъ (48) видимЪ; что твердое т1-.ло можетъ вращаться съ 

/(/«1 \ 

ПОСТОЯННОЮ 1-т- = 0] угловою скоростью только тогда, когда выпол- 
няется одно изъ трехъ равенстпъ; 

ш = 0)1 ; (1) := (О; ; ш = шз . (46) 

Пусть саравелчиво первое изъ нихъ; тогда но (39) ^^=0, Но, если 
•р нуль, первое изъ уравнеиНг (2) требуетъ. чтобы пронзведен1е цг также 
обраи1а.1ось въ нуль. Предполагать, что оба множителя одновременно 
нули нечего, такъ кшть тогда т1;ло въ иоко11, сл1-.д. остаются лишь два 
случая: 
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И:гь оетальннхъ двухъ рявеиствъ (8в). иаидеыъ ото то.и.ко одииъ 
новый случай: 

3) // = ;■!= У, ^^ = С011!!1. 

Итакъ 110гп>}1нныя кращенЕи ви:()1оа;ны лишь вокру1'ь главпыхъ оссц 
янерц|11. Легко показать, что тогда ось вращенгя. не нзм'Ьннющая своего 
положен!!! въ тЬл'Ь, останется неподвижною н въ нространств!'.. У(|+.- 
днмся въ этомъ для перваго случая, когда постоянное враи^ен10 прешсхо- 
дип. вокругь оси с. Кслп неиэм1;нкоо направлен1е главнаго моиента ко- 
личествъ двпжен!» (г возьхенъ ;1а ось г, то кзь формулъ (61) при р^^:={) 
нмлодимъ: 

),, = ]!, = I), 

а стЬд- 11зъ соотпо1пен1я: *г4- ^1^--|-V,^^ 1, 

т. о. ось ' совнада^гь съ неиодвнлЕнымъ направ.1ен!еиъ (/, что и дока- 
зываеть требуемое. Тоже самое можно показать и для остальныхъ двухъ 
случаевъ. 

Пусть т+ао вратаетсн около болыпон или малой осп эллипсоида 
инер111и. Весьма слабымъ толчкомъ возмутнмъ движете Ила. Огг толчка 
угловая скорость, вообще говоря, отклонится огь оси иостояннаго вра- 
щен1я вя иЬкоторыЙ уго.^ъ, движеи1е псресганетъ быть установившимся 
и мгновенная ось начнется перемещаться внутри тЬла но полодЕальному 
конусу, охватывающему прежнюю ось вращешя, какъ это вытекаетъ илъ 
сд1'.,1аннаго выше (^ 276) разбора вида псюдИг. При достаточно ма.10М'Ь 
толчке возмущенное движен1е можеть такъ мало отличаться оть даннаго 
постояннаго враи1ен1я, какъ намъ угодно. Вь этомъ смысл11 говорить, что 
стаиЮнарныя вращеп1я вокругъ больию!! или на.10п оси эллипсоида инерцЕи 

у1'Т0НЧПВЫ. 

Наоборотъ, внд'ь нолодЕй близъ средней оси ука;!ываегь. что, если 
■гЬлу, совершающему постоянное вращенЕе вокругь с|1еднеи оси, сооб- 
щить хотя самое малое возмущенЕе, выводящее ось вращенЫ изъ перво- 
пачальнаго положен1я, то возмущенное движен1е будетъ, вообще говоря, 
р^зко отличаться оть невозмущеннаго; поэтому установившееся вращение 
вокругь средней осп называется неустойчнвымъ. 

Такинъ образомъ вращенЕе вокругъ средней оси отличается отъ 
оста.1ьныхъ двухъ вращен1й своею неустч^йчивостью. Разберемъ теперь, 
по какому признаку узнать, происходить ли постоянное вращен1е вокругь 
большой или вокруп. маюй оси эллипсоида инерцЕи. Съ этою ц-Ьлью про- 
сл'Ьднмъ, въ какую сторону пером'11ща''тся конецъ мгновенной оси по со- 
отв'Ьтственной по.1од1н въ возмущенномъ движен1и. 
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Коо11Динаты проэЕЦП! конца мгновенной оси на плоскость 7)^ будутъ 
^, г. сл-Ьд. уголъ 1р1, который об1)азуется П]ю;»кц1ею ш на плоскость ц^ ш. 
осью 11, п1К'дстпвится такъ: 



Откуда и;!м1,н('Н1»' угла ^! со В]1емен*ч1ъ выразите» ((«йрмулою; 









'/'■ - "(' 


или по (75): 










1'?, 




'' (.. 1 



^?С!,/-(- 



у (2.4 А — ^/1). {Н7) 



Иодобнымъ образомъ дли угла «з между ироэкн!*-»! ш на плоскость 
Ет) и осью 5 найдгзп. формулу: 



уЖ1. (Г-). {т) 



:1нак'[> производныхъ одред^^шть собою то иаправлеи1е. вч, которомт. 
переходить мгновенная ось но соответственному нолод1альному конусу. 
Кусть постоянное в[»ащен1е происходило вокруп. оси ; по часовой 
отр4.11к1'. (^' > 0); тогда д-ш возмущекнаго двин>ен111. весьма мало отли- 

чающагося отт. даннаго, - ^ ^ по (Н7) и (31) будеть отрицательна; сл1'.д. 

мгновенная ось будеть перем^пштьсл внутри т1ла вокругь оси ; против!, 
часовой стрелки. Л. если бы постоянное вращен1е но часовой стр1'лк1^. 

совершалось около оси ^ ('">0), то по (30) и -^^ было бы больше нуля, 

т. е. въ возмущенномъ движенш мгновенная ось перемещалась бы вокруп. 
осп ч также по часовой стрелке. Подобным же результаты получаштся 
и для вращен1Й протнвъ часовой стрелки (укС О или г<СО). Такимъ обра- 
зомъ постоянный вращеи1и вокругь большой или малой оси ;*ллипсоида 
инррщи отличаются одно оть другого ч'емъ, что въ возмущенномъ дви- 
жен1и мгновенная ось для второго случая (вокругь малой оси) псреме- 
П1ается въ гЬле по тому же нанравлен1ю, по которому вращается само 
1^0, а для перваго случая (вокругь большой оси) лаобо1Ють перем*- 
щен1е оси совершается по на[1равлен1ю противоположному движен1ю тела. 
Указпнныя явлен1я легко демонстрируются съ помощью остроумнаго 
прибора, посящяго назван!е волчка МахиеП'а. 
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279. Случай, когда эллтсондъ инерц1н поверхность вращев1я. 

Когда Л = В, т. е. когда эллипсоидъ кнерщп поверхность вращения, двн- 
жен1е тФла принпнаетъ сл+.дуювцй весьма простой характеръ. Изъ урав- 
нен1я (2): 



(Й9) 



Л//://^. 




УагЬмь 11нт('гра,1ъ жнвоп силы (9) да(Т1.: 



откуда II изъ (49); 



II крон'1'. того; 



, , , 2/1 -Сг- 
1' Н~ 2' ^ т = сопп. 



»' = ()'' +«') + '■' = "»-■'-■ 



- := ГО.'.' (а»;) = <-011.4. 



(90) 



(91) 



Сл-Ьд. мгновенная угловая скорость ностоинна и образует!, постоян- 
ный уголъ съ осью си111)1етр1и гЬла (§ 257). Подвнжнымъ аксопдомъ 
для разсматрнваемаго двиа{ен1Н служить конусъ вращев1Я около оси С. 
Ькли ось г совнадаетъ съ нанравл1'н1е1п. главнаго момента количестт. 
движен!», то по тооремЬ Лагранжа (13): М = со11.ч1, л ить (91) выхо- 
дит!., что: 

^^ 

т. е. мгновенная угловая скорость оС1ра:1уетъ постоянный уголъ съ ненз- 
М'Ьннымъ направлеи1емъ главнаго ноиснта колнчествъ движен1я, А потому 
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и неподвижный аксоидъ— конусъ вращения около оси е. Иолодш и гррпо- 
Л0Д1Н зд-Ьсь окружности. 




На фиг. 112 и 11:1 изображены аксоидм д.1я двухъ случаевъ: I) 
А=В, А^С (Фиг. 11'2), эллнпсондъ ияе[)Ц1И — яЛЕ^евидный; ■>) Лг=В, 
,4 < С (Фиг. 11-3); яллипсоидъ ииерщи — сфероидъ. 



с1ЬуС00^1с 



ГЛАВА ХЫ1. 



Вращвн1я Ро1п8о1 и & 1а Ро1П8о1. 

280- ВрАщен1я Ро111во(. Эйлеровы травнешя Брашев1я твердаго 
т1'..1а по инердШ, каг;ъ мы впдЬли, напр. (2) § 270, ии'Ьютъ форму: 

.1'^ = {Б-С)ф-. Л^ = ((;-.4),у,; 0^ = и -В)м. (1) 

гд* -4. В, С — главные моменты ннер11и1 т^ла для точки опоры. 

Названное вращеше геометрпчески интерпретируется катанЕемъ беэт 
скольжен1Я нллипсонда ннер1ии (14) ^ 272: 

.45* -}- Вг,2 + С" = 1, (2) 

по одной изъ кясательныхъ къ нему плоскостей, неподвижной въ про- 
странств*; прн чсмъ по (17) § 272 угловая псорость пропорц1она.1ьна ра- 
д|уст вектору точки касан1Я. 

Если черезъ а, Ь, с оэначпыъ квадраты полуосей эллипсоида инерц1и, 
то уравиен1е (2) перепишется такъ: 



? + Т + 7-='. № 



а уравнения (1) заменятся сл'Ёдующнни; 

(1р 'а а\ Л1) /Ь 

л = 'у*- - т) '■■■ л =(7 
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Ннтег])алъ жнвш! силы (9) § 271 л ри ним петь тогда вндъ: 

„г ,.2 ,-г 

1{ + { + Т = '"'- <^' 

а йнтегралъ (11) того жр па))аг|)афа, выра;каю1ц|й иогтоянство вгличины 
глявнаго момента иоличествъ дв11жен1я, будетъ: 

,12 „; ..-г 

Ь + Ь + 7' = "'-- 1«) 

Косинусы угливъ нормали къ неподвижной плоскости съ осями про- 
аорщонпльпы количествамъ: 

Р Ч '■ . 



а квадратъ разстоянш ятои плоскости отъ цент|)а поверхности равняется 
*^. ,Т^1я ТОГО, что11ы плоскость могла д1".йствптельно коснуться поверх- 



и больше малой, т. е. изъ трехъ разносте|1: 

2А — йО:, ■1Ь~Ьа\ 2/,—е(Р. (7> 

только дв'Ь могтть быть одпнаковыхъ знпковъ. 

Въ разсматриваемомъ случае величины а. Ь, с всЬ три положительны 
и крои!; того, если «>■''>■ е. подчиняются неравенству (22) § 162. ко- 
торое здЪеь напишется такъ: 

7 + 1>7- С) 

Сл'Ьды точки касан1я на самой катящейся поверхности и на непо- 
движной плоскости называются, какъ было упомянуто, полод1ею и герпо- 
лод1ею. Разм'Ёры эллипсоида инер|ци иожно выбрать такъ, что радЕусъ- 
векторъ точки на полод1и будеть какъ разъ изображать собою угловую 
скорость гЬла. Тогда, очевидно, полод1я представляеть собою ничто иное, 
какъ подвижиоЦ годографъ угловой скорости. 

Допустимъ теперь, что величины а, Ь, е не выполняютъ услов1я (8) 
и даже могуть принимать отрнпательныя значен1я, тогда уравнения (4) 
потеряютъ, конечно, свой дивамичесюй сныс1Ъ, т. с, перестануть выра- 
жать вря1цен1е твердаго тЬла по инорц1и, но сохранять кинематическое 
значение, т. е. будутъ соответствовать такому вращен1ю твердаго тЬла, 
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которое геометрически истолковывается катанЕемъ безъ скольжешя н'Ько- 
торой центральной поверхности второго порядка (3) по одной изъ своихъ 
касательныхъ плоскостей, остающейся неподвижною въ пространств-Ь; 
угловая скорость тЬла по прежнеит йтдетъ иропоршональна рад|усу век- 
1Ч)ру точки касан1я. Такого рода движвп1е носить назвая1е вращения 

Р01ПН0*. 

Сказанное о разностяхъ (7) остается справедливыыъ и въ наетоя- 
щемъ случа'Ь. Иначе можно зам1>тить, что для возяожиости вращен1я Рошяо4 
изъ грехъ произведешй: 

[2/1 — ов^) (2/< — Ьв^). {2/1 — ЬО^) {2/1 — ев\ 

(2А— г(72)(2Л - аО^), (9) 

два должны йыть отрицательны и одно положительно. 

:№). Соирижеииыя нращен1а ОагЬопх. Разспотримъ одноиреиеяно 
два вращен1я Ро1пмо1;: одно съ угловыми скоростями р, ^. г а съ квадра- 
тами полуосей поверхности а. Ь, е; другое со скоростями п, х, р н съ 
квадратами полуосей а, ^, |. Если между этими вращениями ии1^етъ м4сто 
та1Юго родя соотношен1е, что угловая скорость одного врашен1я въ любой 
номенть равна и прямопротивоположна угловой скорости другого, т. е. если 
всегда 

р = ~г., ц = —-/., г = — '^; (10) 

то так1я два движения называются сопряженными врашен1ями Паг- 
Ьоих. Ясно само собою, что сопряженныя враш,ен1я ВагЬоих им'Ёюп. 
тождественныя полод1н. 

Легко убедиться въ томъ, что любому вращен1ю Рошзо! механически 
возможному всегда соотв*тствуетъ ему сопряженное, тоже механически 
возможное. 

Зам1'1тимъ предварительно, что уравнен1я, которымъ удовлетворяклъ 
количества р, ^, г зависять лишь отъ отношен1Й между полуосями катя- 
щейся поверхности. Поэтому, если лоложимъ 



ТГ-*' 7-"' 






то уравнен1я (4) зам11нятся такими 






йу , , Аа у — \ 


Лг 

31- 


1—х 
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Интеграламъ этихъ уравнен1й (5) и (6) «ожемъ дать теперь такую 

форму: 

р2 _,_ ^;у: ^^ уг2 = Н; р- -\- ^^^^ + у'г^ = Ь\ (12) 

Новая постоянная Н^2аЬ можеп. быть и положительной и отрн- 
цательноН; для возиожиости движешя необходимо лишь по (9), чтобы изъ 
трехъ произведений 

(я-^>,(я-а. (7.^|:ия-а, (й-а,я-х=,, ^щ 



'•I 1 



два былц отрицательны, а одно положительно. 
Иодобнымъ образоиъ, если положнмъ 



угло^ыя скорости т., г.. р удовлетворяют-ъ уравненшнъ: 

(1т^ , . (1у. г — I <1р 1^1 

н интегралами этихъ уравненШ служатъ: 

п2 -]- Ехг + пр2 = Я1 ; т:^ -\- «х^ _|_ ^^г^г = 7:,г 

гд4 Н^ и 1/1 ностояннын произвольныя. 

Вращен1е ]^^^ вполн1; определяется параметрами л\ у я 
Н а Ь. Назовсмъ эти количества элементами вра1иек1я р^г и определим' 
по нимъ элементы: Е, 1], ^1 и ^1. вращен1Я кхр. 

Изъ (10), (11) И (14) вытекасп., что 

„ — _ р. У~ ^ _ 1—1 . 



Последнее равенство можно отбросить, такъ какъ оно служить сл'Ьд- 
стВ1еиъ первыхъ двухъ. Р'^.шая первыя два уравнен!» относительно 5 и Г|, 
находииъ: 

г=^"-~^'1+1; ,,=,1:=1±1. (16) 
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Въ свлу (10) интегралы (15) заменяются такими: 

1>- + Е(/ + Цг^ = Ни р^ + 5=5= + '.''-^ = ^1'- (17) 

Выражяемъ, что первый изъ этнхъ интеграловъ с.14дств!е интегра- 
.ювъ (12), т. е. что онъ получается изъ (12) черезъ умножен1е на соот- 
в-Ьтственно выбранные множители а и ц и С10жен1е. Тогда им*емъ: 

1 -|- ц = 1; }.^т -|- (Ц-! ^ ;; 1у -|- (лу' = г,; 

•1.Н -\- )>.Ъ-' = щ. 
Отсюда 



7, + г-1' 

и следовательно постоянная Нх определится тпкинъ образонъ черезъ эле- 
менты Браи1,е1[|л р^I■•. 

Я(, + . + 1)--2Х^ 

у_|_;г — 1 ■" 

Если выразимъ, что второй ннтегралъ (17) следств1р интеграловъ 
(12), то придемъ къ равенсгаамъ: 

Х'-}-ц'=1; 1'л7 + ;1'хг = е2; 1'у + 1^^'?/' = V; 

Нк< -\-Т^\1.'= т^л 

где 1', ^ множители аналогичные 1 и (I. 
Находннъ: 

4а;(/ , (у-\-х — 1)* — 4згг/ 

и пос.1*дн1Й элементь Вращев1я пхр: 

^' Г-Р^=1;'" '"> 

Если бы мы выразили постоянныя Н а Ь^ черезъ начальный зна- 
чев1я ароэкщй угловой скорости р„ д-». ''ш то правая часть (19) приняла 
бы Бидъ: 

откуда н видно, что Х1= > о. 
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Изъ (18) и (19) выводимъ: 



Полученный формулы на основан1и (13) и докаямваютъ. что. если 
вращен1е р^I■ было механически возможно, то и вращен1е гхр бтдетъ 
также возможно. 

Заменяя ось а другою осью, всегда можно избежать случая, когда 
у + ж — 1^0, если только основное вращен1е }щг не постоянное; тогда 
конечно, и сопряженное будетъ постояннымт> *). 

Изъ (16) видно, что с=:г, при х^у; Ё^1 при ^-^1; г, = 1 при 
1/^1; сл11д., если [сатящаяся поверхность для XI^^ была поверхностью 
вращенЫ, то такою же будетъ и катящаяся новерхвость для пкр. Когда 
для одного изъ вращеи1й разстоян1я неподвижной плоскости оть центра 
поверхности равно какой-либо полуоси, то по (20) тоже им^егь м'Ьсто и 
для другого вращен1я. 

Мы выразили элементы вращен1я якр черезъ элементы >*?»-. Нетрудно 
видеть, что ваоборотъ (элементы р^I- выражаются черезъ элементы пхр 
совершенно подобными же {(юрмуламп, напр. ви^сто первыхъ равенствъ 
(16) и (20) иы им^^.1п Лы: 



*) Ес.1Н у + л; — 1 = 0, то - = е-Н ;км*вяенъ ось а осью Ь и пусть 

оолть окажется тоже самое, т. е. г = — 1 Напнсанаыл равенства возхохны 

одновреиенно только тогда, когда с = со; а въ таконъ случае ви^сто (4) ии'Ьенъ 
-^ = ЧП -^ = — )-р; 0=р^. Отсюда или р=1 = 0, 1* = сои8(., или '/ = г='0, 
р = сопи., или *■ = ^ — 0. '/ = С0П31. 
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■" "г,4-Е~1' 



.(я^|^) = (|да)=.я.-ь„(я._^). 



(Я— т? 



282- Вращен1я а 1а Ро1Пво(. Дв)1жсн1е обращенное (§ 56), соотв1т- 
ствующее вра1Ц('Ы1ю Ро1Пно(, какъ движсн1ю прямому, носить назван1е 
вращен!я й 1а Ро1п8о1. Оно гоометрнчееки истолковывается катан1е'11ъ 
безъ скольжен1я по неподвижной центра,1ьной поверхности второго по- 
рядка одной изъ касателькыхъ плоскостей, остающейся на неизм^нномъ 
разстоянш отъ центра. 

Если примемъ, что поверхности, соотв'Ьтетвующ1я сопряженнымъ 
вращвн1янъ ВагЬоих, им'Ьютъ о()Щ1е центръ и направ.тен1е осей, то по (10) 
ой* поверхности перес+.кутся по одной и той же полод1н. Закр*пимъ ту 
и другую поверхность неподвижными; тогда движен1е касательныхъ пло- 
скостей (вращен1я А 1а Ро1П9о1:1 можеть быть за«1;нено катан1е)1ъ герпо- 
лод1альныхъ конусовъ, неи:!м11Нно съ этими плоскостями связанныхъ, по 
одному и тому же полод1альному. Въ каждый моментъ эти герполод|а.1ьныо 
конусы будутъ ин^ть общую производящую съ полод1альвы»ъ и касаться 
къ нему, сл'Ьд. и другъ кь другу. Въ такомъ случа* относительное дви- 
жен1е одной касательной плоскости по отпошен1ю къ другой сводится къ 
катан1Ю одного герцолод1альнаго конуса по другому. Если угловая скорость 
для одной касательной плоскости по отпошеяш къ ненодвижнымъ поверх- 
ностяиъ -|-«, то для другой она будетъ — ш, а потому для относитель- 
наго двнжеН1я плоскостей угловая скорость будетъ г^г2и1. 

283. Теорема 8у1те81ег'а. 11олоД1Ю для общаго случая вращен1я 
Ро1п»оЬ можно опред1;лить, какъ геометрическое м'Ьсто точекъ, лежащвхъ 
на центральной поверхности второго порядка и обладающихъ гЬмъ свой- 
ствонъ, что касательный къ поверхности плоскости въ различныхъ точ- 
кахъ этой кривой находятся на портояннонъ разстоян1И о'гь центра по- 
верхности. На основании скаэаннаго и по ана.10Г1и съ (64) и 16л) § 276 
при обозначен1яхъ, лринятыхъ въ настоящей глав*, уравнен1я полод1н 
можеиъ написать такъ: 

- + т + -- = 1; 5 + р + -^ "-= ^2 ; (21> 

зд'Ьсь черезъ 6 означено постоянное разстоян1е касательной плоскости отъ 
центра. 
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Докажеиъ теперь сл-Ьдующую теорему Зу1гон(ег'а, которою намъ 
придется впосл'Ьдртв1и воспользоваться: если на но])11а.'1я\ъ къ центральной 
поверхности второго порядка, нроведенныхъ въ точкахт, полод1и, отло- 
жить равным Д.1ПНЫ, то |;оп[(ы отложенныхъ отр-Ьзковъ будутъ лежать на 
новой ПОЛ0Д1И, принадлежащей другой центральной поверхности второго 
порядка; эта последняя еофокусна съ поверхностью гомотетичною съ перво- 
пача.'гьноЦ и встр^-чаегь построенпыя нор.ма.1н ортогонально. 

По (-21) косинусы нормали еъ осями координатъ Йудуть: 

?3 Г)8 чЙ 

Поэтому, если оэначим-ь ноординяты -гочкп на [киод1и черс;гь Е. 1). ч, 
координаты конца отложеннаго отр'Ь:1ка черезъ сь т]], С|, а ,рнну его 

черезъ у г то им1;емъ: 

51 = ; + - ; 41 = '^ + -,, ; -1 = . + " : 
или 

^1 _ 1 . ^1_ _ 1 . -1 _ 1 

„ + ц - „ ■ Ь + -к !,• (■ + !. <■ 
Подставляя отсюда въ уравнен!» 1юлод1н (21). нпходимъ: 



(22) 



1)! ^ 11,4-1)' ^ (сЧ-»)= ' ' 



(»+»)' ^ ('. + »' ^ (с+.)= 



ЧГ 



1= + Ш-Ш + /..-1-1): "йг" 0^"*) 



Уравнен|е (23) моашо переписать такъ: 

а+1^ I,-^-^^ ,+ 1 *!_ (,,-1-1)! -I- (1-1-1,! -I- |,.|-Х,!] '■ 
или, пользуясь (24); 

Формулы (25) съ (24) ы доказываютъ теорему Зу1уем(ег'а. Изъ (25) 
видно, что точка 211)111 лежитъ на центральной поверхности второго по- 
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рядка софокусной съ поверхностью: 

Е2 Г.2 12 1 

гомотетичною данной: 

^ + '^ + 7-'- 

Равенство а;е (24) показ ываеп,. что плоскость, касательная къ по- 
верхности (25) въ точк!-. ;1Гц;1, находится на н(.>изн1Ьнно»ъ разстоян1и 

3-|--^- огь центра поверхности. Итакъ кривая, изображаемая уравнон1нни 

(24) и (25), ничто иное, какъ полод1я. Ортогона.тьность же поверхности 

(25) КЪ иостомнныиъ норна.1][мъ вытекаетъ нзъ равенствъ (22). 

Зам'Ьтимъ, что рад|усъ векторъ р! точки 21Т,1С1 лредставляетъ собою 
геометрическую сумму радгуса вектора р точки 5))ч и вектора длины -г-' 
нанравленнаго но соотв'Ьтствеиной норнали: 



(Р.)=(Р) + (у)- 



Если донустимъ, что разм1-,ры даннон поверхности второго порядка 
таковы, что рад!усъ векторъ р представляетъ собою угловую скорость 
твердаго тЬла. совершающаго соответственное движенте Ро1п»о1', то выше- 
изложенно!! геометрической теорем* ЗуМевГег'а можомъ дать такую кине- 
матическую форму: если тЬлу, совершающему вращен1е Ро1080», сообщить 
постоянную угловую скорость вокругь нормали къ неподвижной плоскости 
катан!я, то сложное движен1е будетъ снова движеженъ Ро1п«о1:, и нова» 
плоскость катан|я будеть параллельна первонача.1ьной; изм^^ннтся лишь 
катящаяся поверхность. 
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Лагранжевъ случай вращен1я тяжелаго твердаго тЪла. 

284. Лагранжевъ случай вращеы1я тяжелаго твердаго тФла 
вокругъ неподвижной точки. Сняиетричный тяжелый гироекопъ. 

Тяжелое твердое тЬло <? вращается около неподвижнаго полюса О. для кото- 
раго вллипсопдъ ияерц!" тЬла повер.\ность вращен1Я. Центръ инерщн тЬла 
лехнть на оси вращен!» эллипсоида И11ерц1и или, какъ говорять (§ 257). 
на динамической оси симметрш т4ла. Лзижев1е т^^ла при такихъ оПстря- 
тельствахъ носить нааван1о Лагранжева' случая вращения тяжелаго 
твердаго т'Ьла, а само тЬло тогда называвть спныетричнымъ тяже- 
лымъ гироскопомъ. 

Уравнены движен[я (13) § '206 для названнаго случая прнмуп. видъ: 

■1'^ + {С-А)аг = -Мд11^.; 



•{дЪсь ось свиметр1и принята за ОС, а разстоян1е центра инер1ци 
отъ точки опоры означено черезъ I, прнчемъ это количество I можсть 
быть и положительно, и отрицательно въ зависимости оть того, лежитъ ли 
центръ иверц1и тЬла на положительной половин* ОС, или на отрицательной, 
02 по прежнему {§ 266) направлена вертикально книзу. 

Косинусы *,, (1, по (7) § 57 такъ зависать оть Эйлеровыхъ угловъ 
-р и ^: 

X, ^ — 8'т (р ео« в; ^, =; игп ^ йп Ь. (2) 
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285. ЛросгЬйш1е интегралы движея1я. Посл'ЁдЕее изъ уравпени) 
(1) даегь: 

г = еоп)!(. = п. (3) 

•Зат1^мъ прилож'>нны(! къ т-Ьлу в*съ не дартъ момента около верти- 
кали, сл*д. главный монентъ колнчествъ движен1я вокругъ 02 постоя- 
ненъ. А потому по (32) Й "^й7 и по (3) им^емъ: 

А(2Й;~\-11^.,'\ -\- Сии = еопН. = Г; (4) 

7'— постопниая произвольная, а 

п = ч, ^^соз<^. (5) 

Непосредственно изъ уравненШ (1) интегралъ (4) получается такъ. 
Умножаеиъ первое изъ уравнен1й (1) на 1,, второе^на \11 п складываемъ: 

л^(^.^^^ + I^.'Щ + ^л-^С)^^,>^.-^^.) = ^)■ (в) 

Обращаясь теперь къ формулаиъ кинематики (16) § 67, получаемъ 
съ одной стороны: 

а съ друшй стороны; 

Аг ( рц, - >/>,,) = Л]} {г^, — д>у.) + Лч { р-,. — Л.) = 

Подставляя отсюда въ (6) н пользуясь (3), находйиъ: 

откуда и вытека*ч-ь интегралъ (4). 

Наконецъ интегралъ жнвыхъ силъ будеты 

2Г= А{р^-{- ?:)-!- С'«' = 2Мдг, -(- 2П = ^Мф -\- -Цг, (7) 

если зам^тииъ, что 



: 1ч, ^ 1и. 
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286. Оконч&н1е иатегряц1н. Выражаеиъ р, ^, г черезъ Эйлеровы 
углы по формуламъ (14) ^5 66; тогда найденные интегра.1ы (3). (4) н (7) 
приметь видъ: 

.У« + «■ = ,,; (8) 

Л^' (I - и') = 1' — Сш,; (9) 

А I ■!," (1 — »' I + ^'! I = ^МдШ + 2Л — С»'. (10) 

Ит, (9) 11](1'.емъ: 



<11 ~ Л(Г-^»=) ' 



(11) 



Подставляя въ (Ш), находнмъ: 

ИЛИ лос.1^Ь сокращен1Й: 

(~\'= ^,{12Мд1„ + 21,-С,Г-](1 „•■1А-(Г^ С,ш)'1=(Л«). (12) 



Наконсцъ нзъ (Я): 

,1» 



(18) 



Пусть центръ ипррЕип лежнть на положительной оси ч; тогда />0 
и следовательно 

(Г — СпУ 
^^^1) = .-. ^ . ^^/ '-<0. (14) 

Черезъ )'о означено нача.1ЬЕое значен1е переменной и. нричемъ, 
конечно, 

-1<м.<Ч-1. 

Иолиноиъ Я{ч) для к = «„ долженъ принимать положительное эна- 
чен1е или обращаться въ нуль, такъ какъ иначе д.1я начальной скорости 
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если черезъ М], «;, — V о;)качимъ три вещестиенныхъ корня полинома 
У[«), расположенныхъ для общаго случая въ тлкпхъ иитсрва-чахъ: 

_со<-Г< — 1<Н1<н. <«:<+!. (16) 

Изъ (Г2) и (15) мсно, что для ве1Цеств1'нностн результатовъ и должно 
м'Ьняться въ нрсд^лахъ »з и «I : 

": > " > "I . 

Поэтому вводииъ новую переменную г,, полагая: 

II = н, .«(и!!] -I- «; ео.■^■^^ = «2 — {г>2 — щ) "'"1^ Щ. (17) 

Тогда оч(,'видно: 

» — «! = [ II. — н,) 1-0.Ч" т,; /и — 11 = (н, — «,) л(«г г,; 

« + Г^„ь + Г)(1~/-'.т=г,); 



причеиъ по (16): 

I > Х-: > о. 

Подставляя въ (12), найдемъ: 



<гз = -,/ -%1!1'И:.П 



откуда 



гд'Ь ^ постоянная произвольная. 

Найдя изъ (17) и какъ функцт отъ времени, получимъ '{■ив ква- 
дратурами изъ (13) и (И), чЬжь н закончикъ интеграцию. 

Для н^О уравнен1Я (11) н (13) совпадаютъ съ первыиъ изъ урав- 
нений (26) и уравнен1емъ (27) § 129, если перем^вимъ обозна<1еи1Я и 
положнмъ: 

.4 = МШ. 
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Сл*д. тогда ось симметрш тЬла колейлетея тпкъ, какъ рад|усъ век- 

А_ 
М1' 



торъ тяжелой трчки, движущейся по сфер* рад1уса 



387. Сфернческ1й гиросвопъ. Твердое т*ло, подпертое въ одной 
точк*. называется сфернческпмъ гироскопомъ, если эллипсоидъ инерцш 
для точки опоры обращается въ сферу. Покохеыъ, что движен1е тяжелаго 
симиетрвчнаго гироскопа можегь быть поставлено въ весьма простую 
свнзь съ двиз:ен1е»ъ нЪкотораго тяжелаго гироскопа сфери ческаго. На 
самомъ д1^11!. интеграламъ (3). (4) и (7) ыожеиъ дать вндъ: 

г=»; у/, -|-гИ, + -^" = 26'; 

^'=-1-^== + ^ = 2(^^«-ЬЯ'); (18) 



л о я Н' новыя постояныыя, функц|И прежннхъ. 

Станемъ теперь одновременно еъ т*лояъ 5 (тяжелымъ симмет11ич- 
ныкъ гироскопомъ) разсматривать воображаемое тЬло У., ны1^юп1ев отно- 
сительно 1$ постоянную угловую скорость п\ — п вокругъ оси симметр1И. 
Пусть проэкц1и угловой скорости гЬла 1 на оси будуть Р, ^, Д; тогда 
по услов1ю: 

Р=2У, ^ = ^; й = г+н1 — и = п1. 

Если теперь постоянную »] выберемъ такъ. чтобы 

С?? ;= АП1 , 

ТО интегралы (1В| д.1Я т^ла 2 зам'Ьнятся сл1;дующими: 

Е=?ц ; Р>. -}- дц, -1- Дм = 20; 

рг _]_ ^г _|_ й2 = 22>м -|- 2А; (20) 

гд* л новая постоянная, отличная отъ постоянной Н'. 

По сравнению съ (18) виднмъ, что движен1е тЬла 2 происходить 
такъ, какъ будто оно было тяжелое, а эллипсоидъ инерц|ц для точки опоры 
былъ сферою. 
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Итакъ общШ Лагранжевъ случай вращен!» твердаго тЬла (тяжелый 
свмметричцыА гнроскопъ) получается изъ 1Ч)го частнаго, когда эллип- 
сондомъ инерцщ служить сфера (тяжелый сферически! гнроскопъ), нри- 
соединен1Рмъ постояянаго вра1цен1я вокругъ оси енмметрп! гКла. 

288. Газложе1пе движен1я тяжелаго сфермческвго гироскопа на 
вращеи1я Ро1пзо1 и а 1н Ро1п8о1. Покажемъ теперь, какъ движен1е 

тяжелаго сферическаго гироскопа ст. помощью сопряженяыхъ вращенШ 
ВагЬои.\. (§ 281) разложить на два движешя: вращен1е Рошзо! и враш,ен1е 
а 1а Рош8и(. 

Съ этою н1^1ью станемъ вскать промежуточную ноизы'Ьняеиую среду, 
относательно которой нелодвижное пространство и сферичесий гироскопъ 
совершали Г>ы сопряжеиныя вращен1Я а 1а Ро1паоГ. Пусть направлен1ез1Ъ 
норма-^п къ катящейся плоскости для одного движен1я Йудетъ вертикаль, 
Д1Я другого ось сииметрщ. Означимъ черезт. <о угловую скорость гиро- 
скопа по отиошен1ю къ промежуточной сред-Ь, че])еэъ Й угловую скорость 
его по отношеп1ю къ неподвпжиоиу пространству; тогда по предыдтщемт 
(§ 28-2): 

и = Ум, (-21) 

И, если за коордииатныя оси возьмемъ совпадающ1я оси поверхностей вто- 
рого порядка, неизменно связанныхъ съ промежуточною средою, то коси- 
нусы уг.10въ вертикали съ осями будутъ (§ 280) пропорц1ональны коли- 
чествамъ: 

2). x^, уг, (22) 

я косинусы угловъ оси симметр1и^ — количествамъ 

Р- 3?, г,г; (23) 

если сохранинъ обозначешя главы ХЫ1. 

Прежде всего убеждаемся, что интегралы (20) могутъ быть получены 
какъ ел*дств1я интеграловъ (12) и (17) § 281. 

Разсмотр*н1е перваго интеграла (20) на основан1и (21) и (23) при- 
водить къ равенству: 

у! 4- 6?' + >,.-' 



у/рг^^г^г^-^ггг 



--2В. 



если для удобства введемъ новую постоянную В вместо «1 . Иэт. этого 
равенства вытекаегь тааое соогношеше неацу постоянными: 



Я, 



Б. (24) 
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Подойнымъ образомъ изъ второго интеграла (20) выводнмъ: 

1=4. (Щ 

Тр1Т111 интсгра,1Ъ ('20) по (21), (22) и (23) нвпншегси такъ: 

р< + 5= + ,-= = 1(В» + Л) = ^(рЧ-;«г?'+,'/ч|^) + -^-л. 

Если интегралы (12) ^^ -'^1 умнолснмъ на гоотв'Ьтствонт) выйранные 
множнтели 1 и )л, а загЬмъ слолгимъ, то въ ре;)ульта'гЬ должны П1|11ть 
предыдущее выран№Н10, что и приводпг]. насъ къ такимъ четыремъ урав- 
нен1яи'1< меасгу ностояннымл: 

, , , т> . , : , п^г 

1 + ц=1-.^-^. 1^+р.>=1__^_; 



).у + Л//==1-.^^_; Ш+^.1.2 



.26) 



Иолученныя шесть уравнен!!! свиаываюп, ностоянныя проиавольння 
интеграловъ съ шестью постонниыми — двумя множителлмп 1, ц и четырьмя 
алементами х, .!/, Н, Ь вра1цен1я р^^. Остается только 1псл'};довать, даюгь 
ли предыдущ1я у|)авнон1я вешестпенкыя .111аче1пя для этихъ элементов!. 
и ПрИТОМЪ ЗНаЧРН1Я, ВЫП0Л11ЯЮЩ1Я уСЛ0В1Я (13) § 281. 

Прежде ч-Ьмт. идти дальию, зан'11тпмъ эд*сь, ка1К10 механическое зна- 
чен1в им'Ьють введенныя постоиннын В, О и А. Постоянная I) оыла уже 
определена выше (19), Нетрудно сообра:ип1>, что 

Л =:{0(,™.'*а; 6= ю^го-^'ч, Ь-^ 2шо* - О ео1<^„; (27) 

если подъ 2<01, разумЬемъ начальную угловую скорость гироскопа, подп. 
а, у углы этой начальной скорости съ нача.1ьнынъ иоложен1емъ оси сил- 
«етр1И и вертикалью, а подъ ф„ нача.1ьный уголъ оси симметр1и съ вер- 
тикалью. 

■Зам'^тимъ кром1; того, что днффереиц|альное урависнш л.1и опред*- 
лон1я (( по (12) и (20) теперь будетъ уже такое: 

1 /ЛЛ* ^_(2>,(_|_/,)(1„„г^ -Вг — 0^^>Вап. (28) 






Вводянъ новую переменную, полагая 
Я 



(29) 
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Тогда. иск.1ючая иэъ (24), {25) настоящаго параграфа, а также (18) 
н (19) § 281 и, конечно, предыдущаго равенства (29) четыре количества 
Н, Ь, Нх, Ь, найдемъ для г уравнен!е: 

^В^xу^г- 1) (г -^] (г^^] ^(В^'т)[г(!/-\-^-\-1)-2\^ = 0. (30) 



Такъ какъ прн определен! и лостоянныхъ Н, ^, Н^, Х, окажется 

то первое II последнее изъ уравнений (26) дають для множителей « и ]1 
значен1я: 

, ^ _! РВгЦя + х—\) Нг' 

1-г '2да(|-г)(г(!/ + х-(-1)-2] •10-{\-г)- 

_ _г РДг'0/ + »— 1) кг^ 

" ~ г - I 2(;>(г-1)|г(!/+.«+1)-21 ^ ^№{Г-=Т) ' 

Подставляя отсюда въ гредн|я уравнен1я (26), носл^; упрощенп! 
аолучныъ; 

^^'\г(x+^) — ^\—Xг^1^][г{|^-\-X'\-^)-^\--Мг'x^у—x—1+'ггx)=0■. 

(31) 
|«! I г(1,+1)~1 ) -Лг=,/] {г(^+х+1 )_21-Л/г>;/(х-!/— 1+2я/)=0. 

Зд1;еь 

.V = ^ С-В = ^ »», со» а; 

(32) 
N^~^к = — «о сок ^ (201 и- — Рсов<^^. 

Вычитая одно изъ другого уравнен|я (31), поел* сокращен^ найденъ; 

,„+.+„„2 = -&Д'. ,3.3) 

гд-Ь 

Цг) = 0> ~ {К — М)г — ЧМг^. 1,34) 

Исключая изъ уравнен!й (31) члены съ коэффнц^ентпнъ Л', получннъ 
поел* упроп1ен1й: 

0'[г^!^+x+\)-^■2\■^-■2Иг^'^|^=I1, 
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откуда 

при уорош,ен1ях'ь мы отбрасывали множители: {х — 1), {г — 1), (у—х) 
и т. п., такъ какъ обра1цен1е ихъ въ нуль приводить не къ общему 
случаю, 8 Еъ частнынъ: къ враш,ен1ямъ около главныхъ осей, къ катан1ю 
поверхности враи1,ен1я или къ катан1ю поверхности по плоскости, отстоя- 
щей оть центра на длину средней оси. 

Равенство (33) можеть быть заменено такниъ: 

Изъ выражешй (35) и (36) сл^дуетъ, что — и — слтжагь корнями 
квадратнаго уравнен1я: 



Если въ л*вую часть этого уравнен1я подставить г вм11сто и, то 
найденъ: 



['' х1[' у)-- 0Ц1-Г 



-_ ,-~— . — — — ^-, . (3() 



(?Ч1— г) 



* = е^ — М~ Л'=: Д (1). (38) 

Исключая X и у изъ (30) при помощи (35) и (33), получимъ: 

^'(г) = Вг АД (г) -\- М^ (В^ — 0=) г (1 — г)г = 0. (39) 

Зам'Ётнмъ, что по (38) 

^'(1) = Виг, (40) 

сл4д. всегда положительная величина. 

Мы исЕа.11п Н, Ь, X. у, элементы вращен1я р^^. Конечно, можно 
было бы искать элементы вращен1я сопряженнаго; Н^ Ь^ I, I]. Ясно 
само собою, что въ результате мм получили бы формулы, вполне ана.110' 
гичныя найденнымъ, только постоянныя В и О поменялись бы м^стаяи. 
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Такъ вапр. уравиен1е для 

ви'Ёсто (30) было бы такое: 

Ф(:) = 02к^^^{:)-\^М1Ц02—в^):{1- ;)2=о; 

Д1{:| = ВЗ — (Л'1 — Л^О: — 2Л/,С2; Лч — Д1(1); 
Ж] ^ — ^а>дС03■^■, л*! = — ШоС05а(2а)„2 — 1)соА(р,). 

Иерейдемъ теперь къ изсл4доаан1ю. Займемся сначала тЬмъ слу- 
чаемъ, когда 

т < 0^. 

За начальное положен1е гироскопа выбираемъ то, въ которомъ онъ 
не им-Ьеть нутац1н. Такихъ положен1Й два; для нихъ «„^соя^, тдовле- 
творяетъ по (28) уравнен1ю: 

т. е. по (27) 

ео5(р, = (*о»(а=!='/). 

Мы выбираемъ за начальное то цоложен1е, для котораго . 

г+:а = <ро — Г (*'- 

Изм'Ёняя направлен1е оси симметрии, т. е. знакъ у /, ны мохеиъ 
по (19) всегда сделать одинаковывш знаки у постоянныхъ <?и Х>. Такиыъ 
образоиъ всЪ воэножныя нпчальныя услов1я сводятся къ двумъ: 

1) (7>0, /)>0 и 2)е<0, 2><0. 

При этомъ постоянная к будегь для перваго случая отрицательна, 
а для второго положительна, какъ это видно изъ (38) и (41): 

*;:=6* — М — Л'= — (о^^ео8'{8гп^1 — — ф^В {еозл — сожроСОЯ'^) =: 

= — (|1о^8ш^^(? — — ^а„^8^п !реЯт1[. 

Итакъ пусть нм'Ёемъ первый случай: 

В^<0^; О > 0; X» > 0; * < 0. 
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Такъ какъ тогда по (39): 

^'(— со) > 0; ^'(О) = В= ез 4 < О, 
то уравнеше (39) ии^етъ вещественный корень 
г„<0. 
Но въ такомъ случа1> изъ (39) вытекаеть 
Д(^о)>0, 
а потому изъ (35) и |37): 

^!/>0; (..-1)(-.--^)<0. (42) 

Сл*д. X к у оба вещественные и одинаковыхъ знаковъ. Остальные 
элоненты вращен1я р^I^, а иненно На Ь, также вещественны, ибо рацю- 
нально зависятъ отъ х, у, г. Кром1; того 

г. — 1 < 0. 

что въ связи съ (42) показываетъ но (29) и но (13) § -281, что вращен1<> 
р^^ механически возможно, а е.1*д. и сопряженное ему ::хр. 

Во второмъ случае 

В- < С!; (? < 0; Л < 0; А; > 0. 

Такъ какъ тогда по (39) и по (40): 

^(+«)<0; /'(1)>0; 

то уравнен1е (.39) нм*егь корень 

г* > 1. 

Но въ такоиъ с-1уча'Ь изъ (39) 

Д<г.)>о, 



слЬд. изъ (35) и (87); 



щ«>; (.,-^)(..-^)<о, (43) 
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Поэтому X и у оба вещественны и знаковъ рзэличныхъ, а тзеъ какъ 
по предыдущем^ 

г, — I > О, 

то иэъ (43) опять выводихъ, что вращен1я 1ир- и кхр механически воз- 
ножны. 

Ееля В^ — 0^ > О, то обращаемся къ уравнен1ямъ, оаред'кзяющимъ 
элементы вращев1я гхр. 11овторяя отъ слова до слова все вышесказанное 
лишь съ перестановкою постоянныхъ В и О, а и ^, мы уб1'.дннся въ ме- 
ханической возможности второго изъ сопряженныхъ вращен1К, а сл!>Д- и 
перваго. 

Если, накоиецъ, В^ — О-^О, то уравнрн1е (39) для г принимаеть 
видъ: 

Д(^) = 0, (44) 

и сл-Ьд. по (35) одна изъ постоянныхъ х или ;/ обращается въ беэконеч- 
ноеть. Пусть х^со (полуось Ь катящейся поверхпостн обращается въ 
нуль, сл'Ьд, поверхность становится дпскомъ); тогда нзъ уравнеН1я, пред- 
шествующаго (35), им-Ьемъ для у: 



А _ _ '^^^^ 
у — " уз ■ 

Пусть (? > О, /^>0; тогда 

Д(1)<0; Д(0)>0: 

сл'Ьд. уравнен1е (44) им'Ьетъ корень г^ , при чемъ 

1 > г. > 0. 

Подобнымъ образомъ для 0<СО, О <С О, им^емъ: 

Д(1)>0, Д(0)<0; 

и опять уравнен1е (44) им^еть корень въ томъ же интерва.11^. 
Такъ какъ въ обоихъ случаяхъ разности: 

г — 1, г — — , г : 

X у 

для х^ ал зан'Ьняются ра.зностями: 

.-1, ., г-1, 



(45) 
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то при произвольномъ зва«ен111 для у, которое по (45) обязательно веще- 
ственно, вращен!е ^>^^■ механически возножно, такъ какъ изъ (46): 

г, — 1 < О, г„ > 0; 

и сл1;д. услов1е (13) § 281 всегда выполняется. 

Итакъ возыожвость разложен1я движен1я сферическаго гироскопа на 
два сопряаенвыхъ вращен!я ОагЬопх доказана наыи для нроизвольныхъ 
пачальныхъ условий. 

38^. Теорежа Якоби о рязложен1и двн»сен1я тяшрлаго свнне- 
трнчнаго гироскопа, Въ § 287 нами было укалано, что общ!!* Лагран- 
жевъ случай вращен1я тяжелаго твердаго Нла получается изъ днижбИ)я 
сферическаго тяжелаго гироскопа прибавлен1емъ постоянной угловой скорости 
вокругь оси синиетр1и, т. е, перпендикулярно къ плоскости катан1Я одного 
изъ вращен1Й Ро1пзо1:, о которыхъ говорилось въ предыдущенъ параграф'^. 
По теоремЬ Зу1уе9(,ег'а (§ 283) черезъ прнбавлеше такой постоянной 
угловой скорости иы получаенъ изъ вращенЫ Ро1п»)о1; снова вращев1е 
Ро1пзо1. Такныъ образоиъ и приходи1Гь окончательно къ теореи1'. Якоби: 
вращен1с симиетричнаго тяжелаго гироскопа всегда иожетъ быть разло- 
жено на два двнжен1я: вращенхе Рош8о1 и й 1а Ро1П»о(. 
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Случай вращен!» тяжелаго твердаго тЪла, разсмотрЪнный 
С. В. Ковалевсною. 

290. Уелов1я, при которнхъ тязвелое твердое т^ию совершаетъ 
двишен]е, указанное С. В. Ковалевскою. Лоложинъ. что иежду глав- 
ными моментами инерц1И тял;елаго твердаго т11.1а д,1Я точки опоры еуще- 
ствуеть такая зависимость: 

Л = В = 2С; . 0) 

и пусть крон* того центръ инерц1И тЬла расположенъ въ плоскости, про- 
ходящей черезъ точку опоры и перпепднкулярной къ динамическое оси 
симнетрж т^ла. Плоскость эту для краткости Йудеть называть плоскостью 
равныхъ моментовъ. При указанныхъ услов1яхъ тЬло и будетъ совер- 
шать то двпжен1е, которое было разсмотрЬно С. В. Ковалевскою и выра- 
жается съ помощью ультраэллиптическихъ фувкц1и *). 

Если крестъ главныхъ осей инерц1и съ равными моментами повер- 
немъ въ экватор! альной плоскости эллипсоида ииерц1и тавъ, чтобы ось 2 
прошла черезъ пентръ инерции, то для разбираеиаго случая уравнен1я (13) 
§ 266 примуть видъ: 

2 С ||'— Сдг = 0; Ю '^Ц- -]- Сгр = — Мд V. Е, ; 

С%:^МдаЛ. (2) 



*) „8пг 1е ргоЫёше йе 1а гоШ10п (1'ап согрз зоНЛе аа^опг Л'оп ро1П( }1Хд.*— 
Лс1. Ма1Ь. XII; „(Зпг ппе ргорпШ Ли вув^ёше |1'ё^[Iаиоп5 Л1№гепие11е8 ^^^ дё&пИ 
и гоиНоп й'ип согря яоИйе апМаг й'пп ро1п1 йхе"— Ас1, Ма1Ь. XIV. 
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Для простоты выбсчюмъ единицу времени тйкт.. чтобы 

<:■ = %;,. 

и введемъ оГюзначен1я: 

У, = у. ц.^ч; V, = у'. {Я} 

Тогда уравнев1я (2) зая'Ьня1ч>я с.гКдушщимн; 

> (/у , <Ы „ (/)■ 

Сюда ио (И) § 266 присоединяются еще три; 

291. ПроегЬйпНе (алгебраачеек1е) интегралы лвнжен1я. Гвохе- 
трвчесЕОе толкован1е нхъ. Уравиен1я (4) и (ок допускаютъ сл'Ьдуюпие 
очевидные интегралы: 

2(;>^-1-«=) + /-г = 2г + 2Л; (6) 

гд'Ь л, I посгоянныл произвольныя. Первый интегралъ ничто иное, как1. 
нитеграль живой силы. Второй пнтегра-гь выражаетъ собою иостояиство 
главиаго момента количрстиъ движения вокругь вертикали, проведенной 
черезъ точку опоры; непосредственно нзъ уравненШ движен1я онъ полу- 
чается тЬмъ же [1[)!еиоиъ. как,ияъ быль напденъ интегралъ (4) въ § 285. 
Наконецъ посл^дн!!! интегралъ представляетъ соЛою изв1'>стное соотво1пен1е 
между косинусами. 

Оганекъ разсматривать воображаемую точку Л' координаты кото110Й 
5. >). ч такъ связаны еъ угловою скоростью и положен1емъ тб-ча; 

а=^)г-5* + Т; ^^ = 2м-\-'^■, 2;^гг + 4;-=. (9) 

Нетрудно убедиться, что коощинаты точки .V нзм'Ьняются во вре- 
мени сообразно уравиен!ямъ: 

ш = '■'>' <я = ■■■'- ^ = '^- <■"> 
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Написаяныя уравнен!» ни^ють очевидные интегралы: 

: — I = О: 
Р + г,= = 4", 



(11) 
(12) 



гд^ Сяк произвольныл постоянны)!. Интегра.1ъ (11) совпадаетъ (6'.=2/0 
съ натегралокъ живыхъ силъ (6). Интегралъ (12) новый, незавнснмый отъ 
найденныхъ выше, и называется обыкновенно ннтеграломъ Ковалев- 
ской. 

Равенсгва (И) и (12) показывають, что точка ^У движется но эллипсу, 
служащему перес'Ьчен1емъ цилиндра (12) съ плоскостью (И). 

Обратинъ осопенное внинан1е на точку )>, про^кшю Л' на плоскость 
равны^хъ моментовъ. Изъ уравнен1й (10) им^емъ: 



,(^г^ 



^3 



= - -'-и^ + тД 



Ес1и уголъ ряд|уеа вектора точки н съ осью 3 означимь черезъ ( 



, по.тоя;имъ ^дЬ = 



то найдемъ: 

1/13 



(13) 




■"''14) 



Равенства (12) и (13) говорятъ, что двцжен1е точки п совершается 
такъ, какъ Лудто бы она лежала на гладкой плоскости равныхъ моментовъ 
и находилась на концЬ стержня длины к, соединевнаго шарниромъ съ 
вачаломъ координать (точкою оиоры). Действительно, тогда она прини- 
мала бы участ1е во вращен1яхъ 2' и ^, но не участвовала бы во вращен1и 
1-, и слЪд. враш,ательная скорость ея по отнол1енш къ твердому тЬлу 
была бы: —г. 

Отложимъ по вертикальной линж, проходящей черезъ неподвижный- 
полюсъ. единицу длнны и спроэктируемъ этоть векторъ на плоскость рав- 
ныхъ моментовъ. Тогда точка ш (Фиг. 114), проэкц1Я конца построеннаго 
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вектора, будетъ им1ть своими координатами 1 и ■^'. Означимъ разстоян1в 
между точками т и и черезъ р, а уголъ, образуемый р съ осью я, че- 
резъ 4. Напр,1влем:е р ид1ггь оп> т къ п, тогда 

Е ■ — ^ = Р СО.Ч ф; Г| — "[' = р «*« ф- 

Коли проэкгию мгновенной угловой скорости на плоскость равныхъ 
моментовъ означимъ м, а уго-ть этой ироэкц!» съ осью I черезъ <^, то, 
очевидно, первыя два равенства (9) перепишутся гакъ: 

ю* соя 2^ = р С08 'I' ; о>* 31П 2(р ^ р ?(« 4 
И.1И 

шг = р: '^1= — ф; 

Т. е. квадратъ проэкцп! угловой скорости тЪла на п.10скость равныхъ ио- 
нентовъ пропорщона.1ен'ь (при наи1емъ спе1ия.1ьномъ выбор'}', едпнннъ 
равенъ) разстоннш р, а уголъ, образуемый этою проэкфею съ осью Е 
вдвое меньше угла, образуемаго съ тою же осью вектороиъ р. 

Что касается до квадрата проэкц1и угловой скорости на ось С, то онъ 
такинъ образомъ завигнтъ огь положс!Н1Я точекъ .V, п и т: 

— г= = ; -р(1-|-со^1},). 

292. Подготовнтельяыя преоб11азоваи1я. Система шести уравнен1й 
(4) и (5) содержитъ время лишь подъ видонъ диффвренц!ала Л{; сл%ц. она 
подобно уравнен1ямъ (47) § 198 можеть быть заменена системою изъ пяти 
уравн('н1йвидаподобнаго(49)§ 199. Для этнхъ уравнен1Й намъ уже известны 
четыре интеграла (6), (7), (8) и (12); а потому па оенованш теорш по- 
слЪдняго множителя Якоби (глава ХХХ1\') посл1',дн1Й пятый интегра-чъ 
найдется съ помои^ью квадратуры. Отсюда вытекаегь, что полная система 
интеграловъ уравнетй (4) и (5) оаред'йлится съ помощью двухъ квадра- 
туръ. Тогда мы найдемъ р, д, г, у, •(', •{« какъ функцш времени. Однако, 
какъ было уже зам'Ьчено въ § 266, интегрнроваЕ1е уравнен!й движен1Я (4), 
разсматриваемыхъ какъ уравнен1я второго порядка относительно угловъ 
Эйлера ^, '}'. 9, этимъ еще не закончится— потребуется ер|,в квадратура 
На самомъ д*л*, по (7) § 57: 

•{= ■ — .«(«(рсовб; ^'^.««лрятв; -^ч^ еоз!^. 

Отсюда непосредственно нанденъ углы 'р и 6: 

^ г=: аге С0& •("; Ь = — агс 1д—- 
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Что же касается до угла л, то по 114) § 66 онъ опред'Ьлнтся ква- 
дратурою 






(14) 



Во всякояъ случа* изъ всего сказаннаго внводимъ, что найдеиныхъ 
четырехъ интеграловъ (6), (71. (8) и (1-2) достаточно для того, чтобы за- 
дача о движен1и твердаго т^ла закончилась квадратурани. Х'1Я ]1риввдев1я 
разбираемой задачи къ квадраттранъ мы буденъ пользоваться изящныыъ 
геометрическимъ методомъ проф. Н. Е. Жуковскаго *), п1'>ско.1ько упро- 
щепнынъ ТаппепЬег^'омъ '"^). 

Предварительно преобразуемъ полученные интегралы, я именно при 
помощи равенствъ (9) исключииъ изъ нихъ косинусы 1 и ■^'. Кром^^ того 
вместо угловыхъ скоростей р, ц, а также координатъ Е, т) введемъ ком- 
плексныя количества г, г^, С, ^1, такъ съ ними связаииыя: 

г=:р-\-д1; г1=р — дц ;=: = -|-(15; ^[^е — гг,; ( = |/— I. (13) 

Тогда, конечно, по (9): 

•2т = С + :. - {г^ + г,г .; -2^' = г {;,-;, + ё (^* - г,^. 
Подставляя въ пнтегра.'1ы (6), (7), (8) и (12), получимъ: 

— гг^^е-\- г^) + ^1+^1^-}- ,1" = ->/; 
г' г,' — и,'-- !, г= + 1»' = I — Г-; 

;;, = *=. 



(16) 



*) я Геохетрнчеиши овтерпретацш разе мотр^в него С В. Ковалевскою случал 
дв11жев1я тяхелаго твердаго тЪа около веподвихяоЛ точки". Мосина 1896. Мат. 
Сб. Т. XIX. 

••) „Зиг 1а 1Ьёопе йен №ппев <1и ^^а^^^ёте йе^Ь е1 сеИе йез 1111Ёвга1е5 еШр- 
и^пев" рат А^. ТапиепЬе!^, Воп1еап1, ОовпопНЬои 189Р. 

„Зиг 1е тоиуетеШ й'пп согрв воИйе ревап[ аи(оиг й'пп р01П1 йхе; сав раг1.1- 
сЫЕег 8цп1а1ё раг М-тс Копа1епзк1", раг ^Г. (1е ТаппепЬег^, Вог^еаих, СоипоаЛЬои 
1896. 

Въ этонъ же со1аяев!|| наПдутся и указан111 ва остальвуш литературу во- 
ороса; надо только врнбавить: Г. Колосов ъ. Объ одвоиъ свойств11 задачи О, В. 
Ковалевской о вращевЫ тяжелаго твердаго тЪял вокругь неподвижной точки. XI 
ювъ Труд. О. Л. е., а. и Э. 
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Днфферешцальнмя т|>авнен1я для перенЪнныхъ г и ^1 по (4) будуть: 

■^'^ = '■-' + -.-. --2ф = «,4-!'. (.7) 

Из1. вы|>1икен1й (16) легко выводииъ у})авнек{я длв 0П)|ел1>л1*н|м 
г. у. ! и !;1 кякъ функщй оп. г и ^1 : 

(« + Я: = -/(г) + ;(г-г,)=; 

(<г> + -(")'= -А-',)+;,(-'-г,)'; 

(18) 
(гг + 1»)(«1+т"> = — -*'('■ г11-''(г -'!)'; 

;;. = *=; 

гд* 

/'(г)=и- аЛг'— «г + у!' -1; (19) 

■*'(-'■ ^1) = 1 1 )'(г) + /■(-•!) - (.'' - -','П = 

==.= ,,! -/,(,! + г,')-2|(г + ?,) + Р-1: (-ДН 

293. Крнволняейиыя коордвнаты 81. ^^ С. В. Коввлевекой. 

Зайненся сл^'.дующвми эллиптвчогкнив янтегралями.' 

Станемъ рпзсматривать ^> и '/■ какъ координаты х и I/ на плоскости 
равныхъ моментовъ н1^которон точки ц. Въ нашгмъ случа* зта точкя 
будеть проэкщрю на плоскость равныхъ ноиенговъ конца мгновенной 
угловон скорости тЬла. 11та1гь положит, временно 

Р = х; ч = у. 

Тогда 

2 ^ х -^ 1у: г1 = х — гу: 

/ (.') = А' + а'= К{со^ \ + I !<Ы к); 
^^1)=: А' -- гГ= Н{еозХ- гаг» *); 

1" 



(22) 



Зд^сь чере:п. Л'. 1' В, а означены: вещественная часть, коэффи- 
1центъ при хтшо'й. модуль и аргументь функции /'(г). 
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Семейство лннШ р1=: гомл^., р2 = сопз1.\ — представить сооою Н'Ько- 
торую криволинейную систему коордннагь на плоскости. 

Трансцендентными уравнеишми ;л11хъ коордиватныхъ лпн!!) по (21) 
были Оы: 



I 






Ту же систему ко(^рдинятныхъ линШ мы нолучимъ, введя вместо р| 
и Р2 друпя координаты .«1 и «2- *^сли только 

». =Л1?.); «: = /■=(?:). 

Какъ 110ка:]а.ть ^Зйлеръ, дифференциальное уравненЕе: 

(1г ^ ^/л! 

.гш котораго трансцендентные интегралы написаны въ фори'Ь (23) или 
(24), им11еп> и алгейраическШ интегра-ть. НаНдемъ его по методу Ла- 
гранжа. 

Считай р; постояннынъ, изъ (21) им1'>емъ но (22): 

Дяфферрнцируемъ еще разъ; тогда но (19) нолучимь: 



ар 


~'~<19? 


'^•^ 


2 


^т 


' йг ((р1 2 <Ь 




Точно также: 












3^- 


1Рх 


— 1 


;^ = _,,_,*„4-2.л 




Отсюда, 


заменяя 


г а 


Л ИЗЪ (22), внводимъ: 








= - 


-ЧХ- 


- 2Ь; + 2 (х" — Згу'). 



(27) 
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Изъ (25) и (26) им-Ьвмъ: 

^ = 1|^л«+у'№Л; | = ^|■^'А^п-^/тI; (-28) 



Съ поиощью (27) состввляенъ отсюда дифференц1альное уравнен1е: 
(Рх их (/у 



которое посл1^ унноженЫ ив 

2 ^ 

о()ращаегся въ такое: 



^ — 4^7/'' 



2 (/г (Рх 2 /(/г\2 ^__(,, ^ 



что поел* интегрирова1Г1я даеть: 

I иил 



(29) 



если черезъ «г означимъ произвольную поетояннук!, которая будетъ неко- 
торою функцию одного р2. 

Подобнымъ образомъ изъ равенствъ: 



выводинъ внтегралъ 



гдЬ 81 функц[я одвого то-чько параметра р] 



"ЁУ+ *'' = -*»■• (8« 
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Если для производных!, -р- ' -р- введемъ ойо;!начен1я: 

то равенства (-21) иозкемъ переписать такъ: 

<!' 1 '>» _ <''! ■ (33) 

у'т УГЫ *■(»'>' 



(1г 11е1 (1^: 



(34) 



их 



Опред4лен1ез|ъ формы фуакщй -^1 и -^г мы теперь и займемся. 
Ии. (25), (26), (31) н (30) сйдуеть: 

=/■«"''2=1/ 2 -■ ;7^=--*^*'"»?=-у ■^^^■* 

Подставляя отсюда въ (32) и (29), находимъ: 



4,4, 



21/' 



(36) 



4., = §- -*■''■ 

Заменяя X Д. .г, у изъ (22), им'Ьемъ: 

Зд1Ьсь для сокращен1я положено: 

«.-) = /; А»,) = л; ^■(.,.,) = ^■. 

Изъ приведенныхъ выше значен1Й для $1 и в^ выводит.: 



0,ОИ|геаЬ,СООд1е 



1ЛУЧ, ВРЛЩ. ТЯЖШ. ТВЕРД. ТИ.1А КОВАЛЕВСКОЙ. ГЛ. ХЫГ § 293. 



(40) 
(411 



' ' - 2 и -г,)' (г -»,)=• 

, , - Р'--('П _ О . 

■'■- 4(,. -.',)< ^(^ г,У 

гд* 

« = ;»», (з + г1) + ^('|=+1 -4=) (^ + ^11= + М(г + .-,) + Р. 

Изъ (|)0р»у.1ъ (40) II (41) видно, что 31 II .42 мужать корняыи урав- 
нен1я 

« (г, г, , »■) = (г - г,)' »■! - К, + е = 0. (4-2) 

Заи11тг|мъ, что .111вая часть ;«-ого уравнен1я, т. е. функц!» ^, ляя 
значен1|1 г, служащихъ корнями уравненЕя /"(2)^0, представ.1яогь собою 
полный квадрать. На самомъ д1;.тЬ, для г = го, если /"(гЛ^О, изъ (41) 
им-Ьеиъ: 

^■=(»..--ь>■) 

4(г.-г,р ' 



и следовательно по (42 



« = ['(--•-■) ет]' 



Тоже ииЪегь мЬсто и для значенЕй п , оораишющихъ въ нуль /'(^1). 
Возьнемъ отъ ^ производную по л: 



Возвышаемъ въ ■шадрать: 

(^) = 4 (г - 7,)' I (» - л)' «' - л 14- ^''. 
Исключая 8 съ помощью {42), т11;ез1Ъ по (41): 



(^) = ^'-48 (,-.,)' = /(«)■ /(»!>• 



(43) 



Распо.1агаеиъ теперь фгик)[1ю ^ по степенямъ г1 и пусть 

у = .4»,! + &, + С = О, («) 
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гд* по (19) и (20): 

л = я^- — {г^ - /ф-\ ; В= - -ггз^ ^21и-\--- 

С = гК^^ -{- 8(Лг2 -I- 2/г + 1 — А=) -\ 

^[д-Ьсь сохранены лишь члены съ высшими ггепеняин я. 

Гоетав.чяемъ производную 



- = 2-4^1 + В. 



Возвышземъ в'ь киадрать: 



(^У= 4.42 ^,2 _|_ 4.4Вг, + Вг. 
Исключаешь г] съ 1ю«още.ю (44): 

Права)! часть этого выражешя цЬлая рацюнальная функцЕя отъ 5 и г; 
притомъ нзъ аначенЩ коэффиц1ентовъ А, В, С легко внд'Ьть, что эта 
функц|я относительно г степени четвертой, а относительно в только 
третьей. 

Когда иравая часть (45) обращается въ нуль, то выражен1е (44) 
становится полнымъ квадратоыъ. Но ыы видели раньше, что указанное 
обстоятельство им^егь м4сто для всякаго г, равнаго какому либо корню 
уравнен1я /'(л') = 0, сл11д, выражен1е В^ — 4АС должно делиться безъ 
остатка на (^(г), а такъ какъ функ1ия /"(з) степени четвертой, то по ска- 
занному выше 

В^ — 4АС = ^(в)Г<г), 

гд1; 1р (8) функц1Я цЪлая ра1110нальная третьей степени отъ ». Квэффиц1ентт. 
при 8^ въ Ч! (я) равняется 4, что легко видеть по значен1ямъ для А. В й С. 
Итакъ 

(^) = ?М№). (^«) 

Лодобнынъ образоиъ пайденъ силметричноо вы])ажен!е: 



(47) 
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,„,=^:'^:^^,^^ " . , 

4(^---,)* (г гхУ 
гд* 

Изъ формулъ (40) II (41) вндно. что »1 и «2 служатъ корнями урав- 
нен1я 

(Цл, ги «) = (г -п)^8'-Г^-\- О = 0. (42) 

:Зам'Ьтпиъ, что л^ван часть *гого уравнен1я, т. е. функшя ^, для 
значен!!! г, служащихъ корнями уравнен1я /'{г)^0, представляеть собою 
полный квадратъ. На самомъ д1;л'Ь, для г^г^, мли /'(г„)=:0, изъ (41) 
нн'Ьемъ: 



Г/ = 



4(^. — 5,)2' 
и следовательно по (421: 



у =Ь(,. -.-,)- 






Тоже ии^еть мЬсто и для значений г\ , 0(1ращающн.хъ въ нуль /'(^■1)- 
Возьнемъ оть (^ производную по «г: 

Возвышаеиъ въ квадратъ: 

(^)'= -Кг - »,)= ( (« - г,)' «> -Л]+ р: 
Исключая $ съ помощью (42), нм'Ьемъ но (41): 

(^1 =I•2^^6(г- г,)' = /{г)./ (^1). (*3) 

Располягаеиъ теперь функщю ^ по степенямъ ^1 и пусть 

^ — .4г,2 + В21 4- С-' = О, (44) 
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гд* ПО (19) и (20): 

Я = ^г — (г2 - Л)» -I-.--; В = — 2гв! +2^8 + ■ 

С = г2(.-2 + «(А^г ^21г-\-1 — к^)-\ 

•(д-Ьсь сохранены лишь члены съ высшинн степенями 8. 
Гоставляслъ производную 

Возвышаемъ въ квлдрагь: 



(§1)'= ■*■■''"'+ ■'-*^"+-®'- 

Исключаеиъ /1 съ помощью (44): 

права)! часть этого выра»1ен1я ц-Ь.1ая рапдональная ф^вкщя оть *■ и г; 
прнтояъ изъ значен1и коаффиц1ентовъ ^1, В, С легко видеть, что эта 
функц1я относительно г степени четвертой, а относительно 8 только 
третьей. 

Когда правая часть (45) обращается въ нуль, то выражен1е (44) 
становится полнымъ квядратомъ. Но иы вид^и раньше, что указанное 
обстоятельство имЪетъ м'Ьсто для всякаго г, равнаго какому либо корню 
уравнвн1я /"(г) =: О, сл11д. выражен1е В^ — 'кАС должно делиться безъ 
остатка на /"(г), а такъ кань ([|унк1ця {{е} степени четвертой, то по ска- 
занному выше 

Вг — 4^С = <р(8)/-(г), 

гд!; <р (5) функция ц'клая ра1йона.1ьная третьей степени отъ 8. Коэффиц1ентъ 
при 5^ въ (р (я) равняется 4, что легко вид'Ьть но значеи]ямъ для А, В н С. 
Итакъ 

(|й) =,(„«„. (46, 

Подобнынъ образомъ найдемъ симметричное выражен1е: 



Ш='*<')П',). ' <«) 
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Возьмеи'ь теперь полный днфферонц1алъ функщн ^^. 

Иодотавлнрмъ сюда зрачРН1я проиэводныхъ и д'Ьлимъ на пронпве- 
ден1е радикаловъ; 

(и ^ (/.'1 ^ (!■■< 

Сравнивая получонныЁ результатъ съ равенствами (33| а (34), ви- 
димъ, что фтнк1ин ф1(«|). ФзСк:) 11ы1".ютт. такой видъ: 

•Ь(»-1) = - ,'^^; .},(.■.■:) = ^-—--; 

гд^^ но сказанному выше 

9{.) = 4(:.-а|(.<- -?)(•— I). 
если а.% 1 ко|)ни кубпчпаго урявиенЫ: (р («) ^ о. 
Итакъ 

,1, ,1г. ,1... 

(48) 
(49! 



кУМ Г/'(21| ;';|'ЧОч> 

1//^) (//та ~ а:|''»"(:^) 



Составимъ теперь выраже'н1е для лннеЛнаго ;*лр!аента 

(}8'' = 11г^ -|- г?у2 = (/„>■ ,/г, . (50) 

въ новыхъ координатахъ ^1 и л';, предварительно зам'Ьтнмъ, что новая 
система координат1> ортогональна, н кром!^ того касательная къ коорди- 
натной ЛИН1И р2^ео**л/. параллельна ('Нссектрис'Ь угла вектора -Й{Х, 1") 
съ осью х-овъ. а по П11Г'Жнему означаетъ модуль ([г), т. е. рад|усъ-век- 
торъ той точки плоскости, которая изображаетъ собою комплсксиоо зна- 
чен1е ({г). 

Действительно, уголъ б, касательной къ кривой ^г^сон^Л опред11- 
лиется формулою: 

1 (}х 



еоиЬ1 = 



/1 +©'''■ 
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г/г (}., 
^тьи .1нач*;111н 11)1и)1.111идныль ■ 

иринпмаетъ видъ: 

сойе1 = со.'.--^-' (51) 

Подобнын'ь образом-1, ;1,1я угла Ч^ касательной къ кривой кх^сонии 
найденъ выражен|е: 

го,ч 0; = — ,чгн -- . (52) 

Колученныи равенства по С1)авнен1ю съ (-22) и доказываютъ оба вы- 
сказанныя выше иоложенЫ. 

Такъ какъ система координатт. .•.1, а- ортогональная, то линейный 
элемен'гь представится такъ: 

./5^: = (/в,: -|- (/з;2, (53) 

гд* Й31, г/з; диффе[1ен111а.1ы дуп, соогв'11тственны}:1. координатныхъ линш. 
Пусть с/б! элеменп> ксюрдинатпой л11Н111 иг^еоихК Тогда для точекъ 
на »той ЛНЫ1И по (48) и (49): 

с/г _|_ Агх <Ы^ _ <1л Аг\ „ 



Отсюда виводпмъ: 

Нъ обЬихъ формулах!. ;шакп при радпкалахт. )'^ (.■*!) должны быть 
одиваковы. Пгреиножан, им'Ьемъ по (50) и (22): 

4'/г</г1 _ 4(/312 _ «/Л!^ 



Подобнымъ образомъ для опред1'.лен1я «/з- получнмъ равенства 

<^г , Лгу '/? _ (111 <'■'•■: 

или 

2 (72 '/.V; , 2 (/21 ''и': 
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У радикала )/''р (.ч;) въ об^ихъ форн;.1ахъ знаки одинаковы, сл^д. 



УМГЫ 






<;...' 

»(»!> 



(55) 



Изъ (531, (54) и (55) выво.димъ следующее выражеи|в Д1я линейиаго 
элемента: 

4 I ?(■<■) 'И".>\ 



(66) 



Имфя готовую формулу для (18^, со (23) § 43 главы I для проэкцш 
скорости V какой либо точки на оси разсматрнваемыхъ координатъ со- 
став.1Яе11ъ .выражен1я: 



.5Х = 



УЛ (/«I 



■2}/ч(80 



-гт^ ; V .Ч1п Х^ - 



уя_ 



(1ч. 



■2 1/- ?{.«,) 



(57) 



осли черезъ I означииъ уголъ между скоростью (? и касптельною къ ко- 
ордннатвой ЛИН111 *■- = сопк^. 

294. Прпведеа1е къ квадрвтураяъ. Разсмотрнмь въ плоскости 
равныхъ моментовъ дв* точки: М съ координатами X. У и У съ коорди- 
натами X', V. Координаты X У пусть им^ють прехн1я аначен1Я (22). а 
X' и Г' пусть такъ связаны съ двнжен1ом-ь точки }1{х = р, у^^): 



-гГ' = 4 



(58) 



Стороны треугольника ОУ'М (Фиг. И5) просто выражаются какъ функц1и 
оть г п г,. 




Сторона ОМ^п, какъ модуль функщи 1\г) представится такъ: 



0М=и = у1\1)ГЫ. (59) 

0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 



гл. ХЫУ § 294. СЛУЧ. ВРАЩ. ТЯЖЕ^1. тверд, шла КОВАЛЕВСКОЙ. 197 

Крон* того по доказанному выше биссектриса угла, образуемаго 
ОМ съ осью X (О?), парял.1(>льиа касательной кт. кривой ^^-^еопх^, про- 
ходящей черезъ точку (1. 

Съ другой стороны, тякъ какъ по (58): 

то 

"••■= '= ^^^■- = ^ [(I) + Ш1 = 4 • § = -'• <-) 

Точно также биссо1т)ръ угла ОУ съ осью х пара.1леленъ скорости 
точки 11; это вытекаетъ изъ равенства (60): 

^ сох 2 {г, х). 

Пусть (Фнг, 115) Он, 0} представляють собою диссекторы углов!, 
хОМ и хОУ; если (12" изображаетъ касательную къ координатной лпн1и 
IIг■=соп8^., проходящеЛ черезъ разсматриваемое положен1е точки ц, а 
векторъ (II- означаегь скорость V точки |х, то по скапанному: 

Оа1|,х7'; 0^\\)^V■ 

и следовательно при обозначен!и (57): 

/ СО ЗГ = 2 ^ Т^и = 21 . (62) 

Третья сторона МУ разснатриваеиаго треугольника найдется изъ 
сл-Ьдующихъ сообряасен1й- Уравнен1я (17) и (18) дають: 

4(|.)'=-/М-:(,-.,)=; 

Или по (60) л (15): 

X^ + ^^=X + ^^--^г-гО^^^ + Щ|■. 
Х'^1Г=Х — (Г— (г— «О" (5 - 1Г|): 
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откуда 

А эти дна равенства по (12) равносильны е.т1;дуюш,ему геонетрн- 
чеекому: 

{ОГ) = (ОМ) + (- (, - г, )г к) . (63) 

11осл1>дн1Й вектор'1. ;(.1Н110Ю — (г— ^^-к параллеленъ вектору к. 
Изъ равенства (63) заключаемъ, что третья сторона разсмятривае- 
иаго треугольника 

МУ'=1 — к{г — ^1Т. (64) 

На основании (62) иы иожеыъ теперь вычислить сояН и "'тХ по 
сторонамъ треугольника О УМ. ИмЬемъ 

сш' 1 = »,= 1 / Г'О л; = ''■ + '' + ^Н'' + '' " ; (65) 

,ып = ,;и--\1Гом=^^^+1^1^Щ+^^=^. ,66) 

Но по (59), (61) и (64): 



а^(-Ь■\-е = ■^^■^г)|\г^)-^ Ач^ — к{е — гхУ; 



« + ''"<• = )^/'(г) Дг.) + 41-: -Ь /■ (г - ^•,)г. 
Изъ (17) и (18) сл'Ьдуеть: 

Подставляя въ предыдущ1я выражен1я и пользуясь (37), получаемт.: 
« + Ь + с = ~ 2 (г — гСг ("1 — *1); 
д -|_ Ь ^ с = — 2 (г — ц)' («1 — А;); 



Подставдяемъ отсюда въ (65) и замЪняомъ Ь изъ (61): 
,.: с..г 1 = ''"р"*' (Ч - *■) (». - *;)■ 
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Такииъ же точно обраммъ изъ (66) нййд»?11ъ: 



Сопоставлял полученные [)езультаты г-ъ равенствами <ЬТ), и)|^.емъ: 

если 

.91 = -^ (,.,) (.^1 - - /-О (■', - *г); ^': = Т (.«=) (-«: - ^ч) (■«: - Я":)- 
Гоотяоще'нш (67) дяютъ: 

4^ = -^ ■ . (6») 

1'>ли же принять во вн1[нпн1е равенство (39), то изъ (67) находимъ: 
^?ЦЬ-^!=Л. (69) 

Полученный квадратуры (68) и (69) нграють основную роль въ ана- 
лизе С. В. Кова.1свско11 и заканчивають соГюю иитсграцш системы урав- 
нен1|! (4) и (5); движеЕ1е же тве|)даго тЬла опр1мЬлится окончательно, 
если возьмемъ еще квадратуру (14). 



с1ЬуС00^1с 



Гессовъ случай вращеи!» тяжелаго твердвго тЪла вонругъ непо- 
движной точни; случай Бобылева-Стенлоаа. 

295. Услов]]!, при которыхъ тяжелое твердое т'Ьло совершаетъ 
Гесеово двнжен!е. Положим'!., что всЬ три момелта )шерц!и твердаго 
т^ла для точки опоры не равны и1.';кду еоГюю, а цснтръ ннерц1н т^.ла 
лежить на перпендикуля!)*, возстав,1енномъ нзъ точки опоры къ одному 
изъ круговыхъ с'Ёчен1й гнрацшннаго аллипсонда. Тогда, если, кром* того. 
начальный главный моменть колияеотвъ двилссн1я лсжнть въ плоскости 
вышеняэваннаго кругового с'Ьчен1я, то разсматриваеяос тяжелое твердое 
тЬло будеть совершать движоше, указанное ]'ессомъ*). 

Прежде всего выразииъ аналитнчески только что высказаннмя услов!)]. 
Такъ какъ три попета инершн по ус-ловш не равны другъ другу, то 

ПУСТЬ 

А>В>С. (I) 

Уравнеи1е гирадюннаго эллипсоида но ('28) § 163 для точки опоры 
ПУСТЬ будеть: 

Р2 Т2 ^2 

Круговыя сЬчен^я этой новерхности получаются какъ пересечен!** 
ея съ концентрическою сферою рад|уса равнаго средней полуоси. На осне- 
ван1и (1) уравнен1е сферы будеп,: 

й^ 7,^ С^ 

г + 3! + ^ = '- 



*| Не 38, „ГеЬег с11в Еи1ег5сЬе11 Бе1»евип83й1е1сЬ1ш(;е11 ипД ОЬег е^пе пепе 
раП1С111аге Ьбвопв <1е8 РгоЫетк йег Пешедапк е1пе8 в1аггеп Кбгреге шп е1пе11 
Ге51еп РипсГ, МаЛ. Апп. БД. XXXVII. 
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Отсюда и иаъ (2) получаемъ уравнен!» плоскостей круговыхъ с*чевШ: 

НЛП, чтобы остановиться на одной нзъ нихъ: 



5 ^С [А — .В) + : (/,4 (В^С) = 0. (3) 

Если косинусы угловъ положительной но1И1ал11 къ этой нлоскостн съ 
осяин коо|)Д1шатъ означинъ черезъ 1, ;1, V, то очевидно: 



ГаА-в, . /мв-С)__ 

^-у В{А — С)' '^ "' ^ — У В(А — С) ^' 

Услов1е о томъ, что центръ ннерщи с^. г,с, С^ лежитъ на перпенди- 
кулир'Ь къ плоскости (3), представится гакъ: 



(о) 



г„ = 0. ;, }/'А (В — С) = :, 1^0 (Л — В) . (6) 

УравнеН1Я двпжон1п (13) и (14) 4) 266, если положить ).,=у. ^1,=1', 

ч,^у". будуть: 

А'^ + ^с-в,^^ = --Мд■^':.■ 



^=п-п': ±^,г,"--'Г ^-=^•(-п; 

При чемъ, конечно, Ее и ч^ должны соблюдать услов1е {61. 

Главный моментъ колнчествъ двпжей1я О тЬла по (30) н (31) § 257 
определяется свонши проэК1иями: 

(?Е = О сов (О Е) = Азу, Ог1 = а ео» ((? ч > = ^'1- 
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У|'лов1е о томъ, что нача.1ьн1>1й главны» моменть колнчегтвъ дви- 
жен1я леясип. въ плискигти (3), выразится такъ: 

^)>,^-\-I^^,^^■\-С|\,>^ = ^)■, 
НЛП но (4) и (5): 

Какъ вндинъ, но свонмъ услов1ямъ Гессовъ случа|1 сущегтвенж! 
отлича1>тся отъ раньше ])а:!0()|)анныхъ случаевъ Эйлера, Лагранжа и Кова- 
лсв1;кой: т11ло соверша1"п> Гессово движсн1е не при ировзволсныхъ на- 
ча1ьныхъ услов1яхъ, а только тогда, когда начальный данный связаны 
огракичен1емъ (8). Другими словами, мы нм'Ьрмъ зд'Ьсь не общее р'Ьшен1о 
задачи о движен1и твердаго гЬла гъ онрод'Ълснныяъ расп1)ед'Ьлен1емъ 
массъ, какъ это было въ предндущихъ трехъ случаяхъ, а только частное. 

296. ироет11йш1е (алгебранчеек1е) интегралы двиа(еи[я. Урав- 
нен1я (7) им^ють сл^|Дуюнис очевидные интегралы: 

Ар' + Вд: + (V = -'Мд (Е^у + :,^'Г) + 2Л = 2 Мд1, + '^Л; (9) 

Лр^-^В^■{■-\-С^1^'^Г■, (10) 

Формула (9) ничто иное какъ интегралъ живоН силы. Интегралъ (10) 
выражаетъ собою постоянство главнаго момента количествъ движен1я тЬла 
вокругъ вертнка.11и, проходяще(| черезъ точку опоры; иначе тоже выря- 
жен1е можно наптгать такъ: 

<г. = Иго^{С!г)=Г. (12) 

Равенство (11) известное соотношен1е между косинусами. 
ЗатЬмъ изъ перваго и третьяго уравнен1Й (7) легко состав,чяемъ такую 
конбинац1ю: 

ЛгЛ+(1,'''--,,[,иВ-С)+2^,1А~В)\ = 0. 



Но изъ равенства (61 сл^дуеть: 
В — С _Л 

а.' А 
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сл±д. предыдущему раврнству моженъ дать вид-ь: 

Отсюда и эаклочаемъ о существован!!! такого частнаго алгеЛраиче- 
скаго интегра.|1я движвн1я: 

Само собою раз1"м1;етс11, что для возможности этого интеграла не- 
обходимо выцолнен1е услов!)! (8) нача.1ьныин данными. 

Аналитически Гессово движен1е весьма иодрооно изслЬдовано проф. 
II. А. Некрасовымъ •); гесчетрн ческу ю картину движентя далъ нроф. 
Н. Е, Жуковск1Й **). Результаты изс.11'.дован1Й второго автора и будуть 
и:)Л0жены нами въ дальнЫшемъ. 

2Я7. Геометрическая интер11ретац|я Гессовн двнжин1я. Прежд*^' 
всего остановимся на разсмотр^нш двнжвн!» точки С, центра пнерц1|1 
тФ.ла; но (6) проэкщи скорости г^ этой точки на коордннатныя осп на 
основанш (12) ^ 66 будуть: 

Гс ео.у {У( ?) := ^Xс ', >--с еа.« («с '() ^ '^е — 1Ы', 'V '"О" ("с С) ;= — ^^с■ (14) 

Составимъ выражен10 д-1я жквой силы Т^ центра 11нер1ии въ томъ 
нредполож(}Н1п, что эта точка обладаетъ массою М т1;ла: 

= М[рК,^-\-^2{^,^-\-^,^) -\- ,-:=.= - 27»г=,д. (15) 

110СТЁДВ1Й ч.1енъ выраасен1я въ скобкахъ преобразуемъ на основаши 
интегра.1а (13): 

~2рг^Л = '^ рЧ,^ +■ -'[- г^:А (16) 

ЗатЬмъ изъ (6) им*енъ: 

С{А—В) А(В—С) В{А-С) ^ ' 

*) Аниитнчвское нзсд'Ёловав1е одного случая 1выквв1я тлхедаго тверхаго 
тк1& около веподвнхноб точан", Матем. Сб. Т, XVIII 1895. Въ этой не стать* и 
укаэави литературы вопроса. 

**) „.!1оксодронпческ1й иалтннк-ь Гесса", Труды отд. физпч. ваукъ Об. Люб. 
Бстествозв&в1а, Т. VI. 1893. 
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еглн 

р,г = ;,г + г,Л 
т. е. р(г означае-п. разстоян1е центра инер!;!» отъ тояки опоры. 

11одстав.11[я изъ (16) въ (15) и зан^'лгяя я, и 1)г черелъ р^ нзъ (171. 
наяодимъ: 

Т,= ^(Лр' + В,' + С,-')=^Т=,'Т. (18) 

гд* через'ь Т означена живая шла тЬла, а постоянная 

Означимъ черг-зъ I главный )10)1енп> количеств!. двшкгн1я точки С; 
тогда хтп нрозкиш его на оси по (14) будолъ им'Ьть выражен!)!: 

Иначе на основан1н интеграла (13): 

(: = щ, [";,= + р =,'1 ; (, = Мд (У И- ;,' ( 

■:{ах^Н][я опять 5,. Цс черезъ р^ изъ (17), находнмъ: 

/^ = е^Ар = г'-О.; /т, = е~В1} = е-0у,: 1^= еЧ:,- = г^О^: 
т. е. 

(0 = (г=СО- (!!») 

О по црежкему означаеп. главный момснтъ количеств!. .1бижеи1н 
тЬла. 

На основан1и (18) и (19) интегралы двмжен1Я (9) и (10> могутъ 
быть переписпны такъ: 

Т, = Мдг, -I- А'; I ео>^ {1г) = Г; 
если 

г^д = д\ 1^/1= Н'; (}Г=Г'. . (201 
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Такииъ о()ра*э«ъ двнжен1в точки С определяется нитеграляии: 

М{>/,'х^~-х,'у,) = Г'; 
при условш. коиечио: 

■''с' + Уе- + ^с- — Г'.-. 

Иаъ этихъ уравнен)]] ясно, что цснтръ ине1иии V движетел как-ь 
сферически! мантникъ (§ 129) въ томъ предположеищ, что усиорен1е тя- 
жести д зам'кнено черг'зъ (/', 

Однако враш,ен1е т^-ла пе опред1;лится двнжен1е11ъ только одной 
его точки — въ настоящеиъ случаЪ остается виолн'Ь неизв1;стнымъ, какихъ 
образомъ т^ао вращается вокругь пряной р^. Чтобы выяснить себ* ха- 
рактеръ этого иослЬдияго движен|Я, обратимъ ви11иан1е на точку ?. ле- 
жащую на конц!. средиои полуоси гирацюннаго иллипсонда (2). Координаты 
:т)Й точки оудутъ: 

; = 0; г, = у/ В; : = 0; 

поэтому ;ия нроэкцИ) скорости ея Гв на оси иолучнмъ выражсн1я: 

^^ео.■^(V^^) = — ^■уВ■, (уо.4'^рг,) = 0; 1-^соН^'^')= РУВ . (21) 

Вычнслииъ уголъ ш, образуемый этою скоростью съ плоскостью кру- 
гового сЪчен1Я (3); по (4) и (21) нахо.днмъ: 

'"' '" = ТУТ^^Щ (~ '■ *^^^^^^-~^> + ^' V'^Щ1Г^ . (22) 

Но изъ (21): 

ь-^ = В(р^-\-,^). (23) 

Дйл-Ье изъ (13) и (й) выводимъ: 

р]/Аи~В) = — г 1/<Т{Б ~-~ С). (2-1) 

Подставляя отсюда въ (23), им'Ьеиъ 

у'В(.1~С|(.1-|-С--В) 
» ~ С (В — С) 

Ьллн теперь это значен!? (-■в вставить въ (22) н въ двуч.и-н*, стоя- 
щемъ въ скобкахъ, исключить с при иеиощи того же равенства (24), то 
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и получим!) окончательно: 



откуда вндии'ь, что няправлеше скоцосги точки ^ оЛразусть поотояиный 
уголъ ст. плоскостью кругового г*чен1Я (3^. 11оложеи1Я плоскости ^:^) 
кполн'Ь оиред11л«ются по двнженш точки С, центра кнер|Ои, соотношен!*' 
же (23) геометрнч<^скл вполне характеризуеть враш.ен1е вокругь оси р^. 
Въ чагтиомъ случа1Ь. когда главный момон'п. количоствъ двил:ен1н 
нуль или горизонтвленъ— постоянная 7' (12) равна нулю — точка С дви- 
жется какъ 11атсмат11ческ1(( наятнпкъ (§ 136), и сл+.д- 11лоскость (3) вра- 
щается около неподвижно!! горизонтальной прямой, перпендикулярно!! къ 
плоскости тра:)Ктор!н точки с. Пупь одна изъ точеш. встр1".чи это!! 
прямо» со сферою рад1уса у'В, построенною и;п. точки опоры, какъ н:(ъ 
центра, будеть К. Нетрудно сооЛразить, что тра;1ктор1ею точки ^ по наз- 
ванной сфер!-, служить кривая, называемая локсодром [ею. На самомъ 
д'Ьл!.. по пре;и>|Душему, ата траэктор1я ойразуеть постоянный уголъ со 
сферическими рад|усам11 векторами точки р, проведенными и:1ъ точки А', 
а это н есть хара1пч'])Н1>е свойство локсодрон111. Если цептръ инерц!и С 
совершаетъ дв|1Л;ен!е колебательное, т. е. двма1ен1о 1) § 136. то и точка ^ 
колеблется по некоторой дуг11 локсодромп!; если же точка С совершаеп. 
движен|е прогрессивное 3} § 136, то точка ^ асимптотически приблнжаетси 
къ точк* К или къ точкЬ е!1 д!аметрально противоп<1ложно!!, т. е. дви- 
же1Пе Т'!;ла асимптотически стремится къ постоянному вра1Ц0н!ю вокругь 
средней оси инерити. 

298. Случай Бобылева-Стеклова. КромЪ ра;1о<'|ранпыхъ нами четы- 
рехъ глучаевъ В]1ащен1я тяжелаго твещаго т1;ла вокругь неиодвихной 
точки йыло указано счце нк-колько другихъ чагткы.\ъ рЬшен!!! уравнсн111 
(1.3) и (14г) *5 266*). Мы остановимся только на одномъ весьма простомъ 
случа*, открытом!, одповремонио проф. Д. К. БоЛылевымъ и проф. К. А. 
("'текловым1> **). 

*) Си. ианр. В. А. Стскловъ, Новое частиое р1;]пеп1е Д11ффе|)енц1а.1ьиыхъ 
ураввеи1б лв11жен1я тяжелаго твердаго ткта, ин^дшпшго некодвпжвую точк^: Т. X. 
Труд. Отд. Фнз- лаукг Общ. Люб. Ее 1 еств. 1899; Д. Н. Г о р я ч е в ъ. Новое частное 
р'!1ШСВ1е задачи о дв11жеи11Г тлжс.тго твердого т'1иа вокргпр веподвпжвоП точки; 
Т. IX. Труд. Отд. Флз. наукъ Общ Люб, Естсств 

•■) Д. ВобнлевТ', Объ одномь чястиомь р^шен111 д||ффереиц1а.1ьвы1ъ 
ураввевШ вра111ен1а тнжслаго твердаго тЬа вокруп, вепидвнжиоЛ точки, Т. VIII. 
Труд. Отд. Фнз. наукъ Общ Люб. Естеств. 1896. 

а. с т е к л о в ь, Одннъ с.|учаП движеи!)! тнже.1аго твердаго т^,.ш, ям-Ьющаго 
веподвпжиую ючку; так.'ке. 
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Пусть М1'н;ду ионоктпии инор11!и для точки опоры иы^^емт. соотно- 
111ен1е: 

В =2 А. 

а ц^'Нтръ ннсфЕйн тЬла пусть лежитъ на оси 1). т. р. 

Тогда система уравнен!!! (13) и (14) 4^ 260 будсть: 



С—=- Арч — Мд^т,,; 

-^ = а' — 0-{"- -^ = П" - '-Г' ■ф- = <Л~ Р1- 

Нетрудно вид-^ть, что ;>ти уравпен1п допускаюп. следующее частное 
р4шен1е: 

г =^ О; д ^ С011и1. = (/„: 1'^ ~— у = — т^. 

Тогда система (26) сводится 1п, такой; 






А дли этихъ уравнен!)! кроя1'. очевиднаго интеграла; 

ТЧ-Г= + Т"'=1- (27) 

легко находится еще другой: 

2д„-{- - ,«■.: ^ Г; (28) 

гд* г постоянная произвол ьная. 
Изъ (27) и (2Н) им+.е)п,: 



= 1 - - V' - С + "7^ = /-(р. 
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гд-Ь 

и слйд. ннп-еграшя свидитсн на э-члиптическую квадратуру: 
УМ) 
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ЛримЬры на влитът несвободнаго твердаго гЬла (связи нонечныя). 

399. Волчекъ на гориаоитшльной плоскости. Нопрось одвижен111 
волчка но горизонтальной плоскости нредставляетъ собою задачу о дви- 
жен1и тяжелаго твердаго т-Ьла вращен1я въ динампческоыъ смысле'. (§ 267) 
в'1. томъ !1|)ед11оложРШ1г, чго одна нз1> 1Ч)чек1., лсжащихъ на оси симметр!!!. 
движется по горизонтальной нлоско(Ггн. 




Лусть эт'а плоскость -У/-У (Фиг. 116) взята нами за плоскость ху-ожь, 
а ось ;г-овъ направлена вертикально кверху; динамическую ось еимметр1и 
принеиъ за ось С, н пусть на ней лежитъ дентръ ииерп1и С тЬла. Тогда, 
если разстоян1е отъ С до точки опоры К волчка па плоскости МN шна- 
чнмъ череаъ I, а уголь между наиравлен1ями осей г-овъ и С по прежнему 
означииъ черезъ <р, то уравнен1е связи, наложенной на движущееся т1;л(> 
будегь: 

/■=г.— гсой^>0. (1) 

и 
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Возьмемъ центръ ннерц!!! С ли полюс!., тогда но (оО) ^ -■>8 Л-'" 
живой силы Т т*ла нм^еиъ 11ыражен1е: 

гд1; (■( скорость полюса С. т. с. 



^•со,ч<р-Не' = >-, (3) 

нроэкц!!! мгновенной угловой скорости на ось ^ но (14) 8 *>6. 

Силы, приложенный къ т1иу, нм1;кт. потеищалъ; но аналопн гь 
(во) § 216 силовая фупк1ия въ нашенъ слтчя1'. будяп.: 

Г=- ЛЛ/.'.. (41 

такъ как:ь направлен1С оси г идеп. кверху, а не книзу. 

На основанш равенствъ (П, (2) и (4) у)1авнен1Я движения т+ла по 
(46) и (47) 4^ 269 напишутся такъ: 

Мх," = 0; Му," =^ Ь; Л/г," ^ - - .Щ -\- ).; ( 5) 

если прнмемъ во вннмаше и равеистпа (51) |^ '258. 

Система уравнен!й (5) и (6) и«1;егь очевидные интегралы: 

х^ = С\1-\-С\; т = С,{-^С\: (7) 

дТ 

д-ь''' 



-, = А ^ш^ ^ ■].' + Сг сох ^(— С:,; (8) 

(9> 



С*!, С; ^6 произвольный ПОСТОЯННЫЙ; хчп С01{ращен1я зд+.сь вве- 
дено обозначен1е (3) и черозъ *о названо начальное яначен1е угловой 
скорости г. 

Кром* того данная епстема консервативная (§ 19-5), слТ.д. кь най- 
деннымъ интегра.1аиь присоединяется еще ннтегр:иъ живов силы; 

Т= — Мдг,^/1. (10) 
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Полученные пнтеграды дають возможность ^ закончить р'Ь|11ен1е ква- 
дратурами, но ]|ы не Оудемъ излагать задачи вт. общемъ вид*, а оетано- 
вниси.лишь на частиомт. случае, соотв*тствую1црмъ такнмъ нача.1ьнымъ 
даннымъ: 

./■„' = 0; у„' = 0; 1?; = -~" - = 0; '|','=0; (11) 

тигда только ()„' отлично отт. нуля — волчект. закрученъ около оси синметрш 
и оеяъ а-олчковъ" поставленъ на плоскосте,. 

При такихт. иачальныхъ услов1яхъ С'| = Гз=:0. и рлЬд. по (7): 

т. е. центръ инерцш волчка движется по вертикальной прямой. 
;1аНмъ 1пъ (8): 

а потопу самъ нитеграль (8) перепишется такъ: 

,4.чУ)(*^ 4' ^ С')-»(со,«<р„ — (■((.•;(р), (12) 

интег|)алъ живое силы (10) приметь видъ: 

Ж^ ^■т- ^ у'2 -[- ,-1^'г -|- А<^'- я'т- 1р =; 2 Д/(// (со,-' »„ — гол- ■^). (1-4) 

такъ какт> 

Хс = О; уг = 0; ?(' = — I *■!/? !р ^'; 

а постоянна» 

2Л = 6>.! 4- '^Щ^ '■О" '•?» ■ 
Исключая нзъ (13) 'I' съ помощью (12) находимы 

.-1 !'т^<г^'г{МГ'^'т^1(-\-А) = 
= (сок'^л - солчр) I 2АМд1т1^>( -^ С" 1\^ (сои ш — сол'рв) ) - (14) 

Уголъ <( не можйтъ принимать такихъ значея1Й, для которыхъ правая 
часть равенства (14) становится отрицательною. На основан111 сказаннаго 
заключаемъ, что 

такъ какъ для ^ ионьшаго 'р, правая часть представлястъ соГюю произ- 
веден1е двугь множителей рп.з.1пчныхъ знаковъ. 
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Съ Другой стороны уголъ 7 не ложетъ увеличиваться до -к, ибо для 
^ = 11 правая часть (14) равна 

сл+,д. 1^ можеть Д1ютягку'гь лишь н'К'.котораго иаксималыгаго :жачен1)1 (р1 ■< г. 
Итакъ 11зи1;неи1е !р стЁснено пред-клани: 

1(11 > (р ^То- (15) 

Если стЬдь вертикальной прямой, тразкторш центра инерц!!! С. на 
плоскости х;/ означииъ черезъ Р. а разото«н1в меж,цу точками I' и А' 
черезъ р, то изъ сказаннаго ясно, что 

^к|П(р1 > р > /."(«(р. ; 

другими словами траакторги точки К по нлОскости МХ за1июче1[п нежду 

двумя 1МНЦеНТричеСКИМИ окружностями ра.Д1уС0ВТ. р,1=:г.чч')|((), Н р„ = /.''*Лфо 

еъ цвнтромъ въ К. 

Уан'Ьтимъ, что но (1'2», когда у возвращаетпг къ своему ;1начен1ю (ро, 
прецессия ф' обращается въ нуль; отсюда за1и1ючаемъ. что траэк'юр1я 
точки к на внутренней окружности рад1уса р,, нм1.еть точки возврата. 

Во всекъ предыдущем!. изложен1н предполагалось, что ни для зиа- 
чен1я (р^^,, ни для значен1я (р^!^!, ни дл1Г промежуточных!, полчекъ 
не ложится на плоскость, тат. какъ тогда зй,гача о двпл^енЕн гФаа при- 
ннхаеть совс^мъ другой характерь. 

300. Снвшетричный гироскоиъ. 11рецесс1я регулярная и псевдо- 
регуляриая. Подъ симме'фичным'ь гироскопомъ разумЬется твердое т11ло 
вращев1я въ динамическоиъ смысл*, подпертое неподвижно въ точкЬ О 
на оси динамической симметрии. Пусть силы, приложенныя 1п> гироскопу, 
не даютъ момента ни около оси симметр1п, которую примемь за 01 , ни 
око.(о н^которш-о поетояннаго направлен!!! черезъ точку опоры, прини- 
маемйго нами за 02. Тогда въ Лагранжевыхъ у]1авнеи!)1хъ Д11ижен!я (10» 
§ 265 для взятаго гироскопа мом(.'Нты 

Ц = 0; Ц = о; 

и сл-Ьд., если иринить во внямаше равенства (11) того же парагра()1а: 

дТ „ дТ „ 
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дифферрнц1альны]| уравнен1я В1)а1цен1я гироскопа Лудуть: 

гд1; 

2Т = Л ((р'г + |>'2 ^111^ <()) -1- Сг^, (17) 

ослн сохранимъ опозначен1е (3). 

11осл1".дн1я ,№а уравнен!» (16) првводяп. къ сл*дующимъ двумъ инте- 
гра.1змъ, выражающимъ собою постоянство главнмхъ номентовъ количеств!. 
движен1н тЬла вокругъ огеЁ 02 и 02: 

дТ 

^ ^ ,4 .ч'т' ? ф' -|- Сг гоя <^ ^ Г; 

(1М) 

Г и '■„ постоянный пронзвольнын. Изъ пое.тЬдняго интеграла заклю- 
ча'^мъ о иостоянств'Ь угловой скорости г. 

Иоложимъ, что въ начальноыъ положен1и, т. е. для ^^(р,, пре- 
цесс1Я О' была равна нулю. Тогда первый изъ внтеграловъ (18) даеть 
сл^дующоо выраженю для 4' въ какоН либо изъ посл*дуюв1ихъ моиен- 
товъ: 

' А ■•'(И'у ^ ' 

Пусть <и>о; тогда, если ^ станегь больше 1р„, <}' будетъ болыяе 
нуля; если же «р станегь меньше (р„, ^' станетъ меньше нуля. Наобороть, 
для 1\ <С 0. увелпчен1е <^ будетъ сопровож,даться отрицательною, а умень- 
тон1Р <р — положительною прецегС1ею. 

('.Т^ланные выводы зянисываютсп такою таблицею: 






Вс* четыре случая можно соединить въ одномъ правиле, предло- 
женнохъ проф. Н. Е. Жуковскиыъ: дпдимъ оси си11метр1и гироскопа 
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направлеше. совпадающе;? съ постоянною угловою скоростью (г„) вокругь 
этой оси; тогда, (глп ось спммет!!!!! изм^нмрть свое полоя1(;н1>' вь про- 
странств'!"., то она стремится стать 11аралле.1Ь)10ю и одинаково направлен- 
ною съ тою ось»», около ко'шрой начала враш,атьг11. 

'Гакъ на11|>. нт. порвомъ глуча!.: '„^о, 1р>-(р„, — ось 02 (Фнг. 117) 
при увел11Ч('Н1н ({1 новорачиваеч'сн около оси ОФ, псрпендпкулхрнон къ 
плоскости /^02; иоложптельная прецесс1а еообщаеть осп 01, скорость, 
указанную пунктирною стрелкою, н сл1>д. прнЛлнжаРП. 02 1С1> параллель- 
ности съ осью ОФ. Тоже будеть н въ остальныхъ случанхъ. 




1'а;(смотримъ тони|1ь то частное р'Ьшсн!о надачн о двнженш гир<1- 
ркопа. при которомъ отсутствуетъ нутац[я. Такого рода двнж«^н1с носить 
назван1е регулярной арецесс1п; Д1я него 

(р = (■01).-<1. = 1^>„. (20) 

Первое н:(ъ уравнен!)! (16) въ раскрытомъ «пд-Ь буд1гг1.: 

Исключив!. отсн)да ф' съ помощью (18), получнмъ: 

(/'— С,У„со.у|р) (6У„— / Уо .ч-у) _ 



А^ч ■ 



Л !'111^ I 



регулярна)! прецессия, ,1,1Я которой во все время движен1я: 
^' = о; (рИ = 0; 
возможна лини, для угла »„, служаи1аго корнемъ уравнеЕ(111: 

V (Ч) = (' - * ''■- '■"■-■ ■?)*'•■'■„ - />«.-.- ^) - Лу А .ш^ -р = (.. 
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Нетрудно В1гд*тг., что для люЛыхъ даиныхъ Г и *■„ уравнен1е (22) 
им-Ьетъ по крайне!) и-Ьр4 одинъ вещественны п корень въ интерва.!!, леяаду 
(р :^ О В "р = ~, если только яоменп. Ь для у =; о или "в = т: не обра- 
щается въ Оезконечность порядка третьяго или выше. 1-{ан1'.тимъ, между 
нрочниъ, что для гнро&копа тяжела1ч) утотъ моменгь равенъ О ,'•01 ■^. гд* 
/) н^которан постоянна!!. 

Подставляя значения и и т. въ (22), находныъ: 

<ПО) = -{Г-Г,„у<0; У(т1) = {/'-|-(-г„)г>о; 

что а подтверицаетъ ска;1анное вия1е. 

11рецесс1я для разсыятриваоыаго движен1я будетъ постоянна: 

, Г — СУр еии Ун 

Написанная формула гсряетъ свои сныслъ для (рц^О или ^„ = 1:, 
ибо тогда по (22): Г^^^иСг^; указанное обстояте.тьство понятно само 
соГюю, такъ какъ тогда оба нацрпвл*;н1я 02 и 02, опред11ляюиия одну 
н;1ъ Гюковыхъ граней прецессюннаго угла, сливаются. 

По вн*и1ни«ъ цризнакамъ съ регулярною прецесс1ею очень сходенъ 
другой частный случай движен1я гироскопа, названный Р. К1е1п'омъ 
прецеРС1ею псовдорегулярною. ■!*то движение получится, если станемъ 
искать такого рода р1;шен1е уравнений движен1я (18) и (21): посмотрнмъ, 
нельзя лн удовлетворить назвамнымъ уравцен1ямъ, полагая, что начальная 
угловаи скорость 1„ вокругъ оси синметр!» очень велика, а уголь (р 
весьма лало отлпчгк'тся оть н'Ькотораго постояннаго :!начен!я ■ро, т. о. 
прнмемъ, что 

'■? = ?» + 5- 

гдЬ а весьма малая величина, притомь такая, что только 11роизведен1е 
'Ч'.? йудетъ величиною конечною. Крон'Ъ того, пусть для 1р=<ро прецессия 
'У обращается въ нуль. 

ОнредФаивт. постонвную V по посл'Ьднему условш, нандеиъ по (19): 

,, С'сДеолу, — сог*!^) 

Л -«ш* (р 

Зам1^няя зд4сь у черезъ 'ро + а и полагая: 
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4,' = 



(21) теперь пкобразустся такъ: 

^^Д'Ьс!. черезъ />« олначона «остоннная, иродетапллющая оог'юю зна- 
чен1(; момента Ь для ф^^о. 

Па услов1ю аг„ весьма малая в^мичина; иренеорсган с'я квадратояъ. 
мы можомъ второй члев-ь уравненЬ! (24) :)а«1:)1ить нулемъ^ если тольки, 
конечно, «/т^^ не нуль, чего мы не предпстагаемъ. Тогда вместо (24) 
пм'кенъ сл-Ьдующее днфференц1а.1ьное лкиеикое у1)авнсн1е съ ностоянныма 
ко5ффи1иентами: 

Ла" -1- ^^^ я = Л„ . 

общ1Н ннтег)141.п> которпго 

- == С^- + ■'^'■"■^ -Г ■ + ''^ ■"" -Г ■ ^--^ ' 

гд'Ь М II ЗЛ нос'гоинныя произвольны». 

Будрмт. считать время съ того момента, когда а прнннмпетъ макси- 
мальное значен1е а„; тогда произвольны!! ностопнныя определятся такъ: 

и сл1^.д. окончательно изъ (25): 

Подставляя отсюда въ (23). найдемъ д.1я угла ^ выражен1е: 



(27) 



если "^ ооращаетгя в'ь нуль одновременно съ Л 

Изъ (23) видно, что въ ра;1гмат1)иваемомъ случа!-. прецесс1Я будегь 
крайне мед.1енная, такт, какъ по услов1ю о^, величина весьма малая. 
Формулы (26) и (27) ноказываюгь, что слЬдъ, оставляемый осью сим- 
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метр1и гироскопа на (ч|1ер1'. п. центромъ въ точк'Ь опоры оудетъ сфери- 
ческою 11иклоидон1. 

301. ВращенЕе т^ла около неподвижной осн. Фи9нческ1й маят- 
внк'ь. Твердое 'г],.10. вращающееся око.ао неподвижной оси представляет!, 
оооню латер1ал1>нуш систему еъ одно») степенью свободы (§ 198): поло- 
жен1е т1иа вполне. оиредЬлнется угломъ Ь, который ойраэуетъ плоскость, 
Н1^и:}М'1'.нно свизаннпя сг. Н-юмь н проходящая черезь ось привеса, съ 
другон) неподвижною плоскостью, проходшпоы черезъ ту же ось. Урав- 
нение движен!)! ,1ля |1алсматрива1'маго тЬлл Ст.ь> уже нам» получено выше; 
ато грпвнен1е {Щ § 211»: 

^^I^^ = /., (28) 

ГД'Ь ■/ момен'гь ипорц1И тЬ.1а вокруп. оси привЬсп, а Ь главный моменп. 
прнложепныхт. сплт, вокругт. тон я;е осп. 

Прежде всего раяЛергмь с.1уча11 мплыхъ качан1Й тЬла. Допустимъ. 
что Д.1Я малыхг. :{начен1П О мы агожемт. положить: 



гд^. к некоторая полож11те.1ькп11 постоппная. Тогда уравнек1е (28) ойра- 
П1ается въ уравнен!!:' линеЛное съ по<;то)1нныии 1со:«(1)фнц1ента)1и: 

п им-Ьеть сл11думщ111 оСчц1» пнтогралъ: 

'к , „, . ,.. /к 



= Мго>'1 



"V 



гд1". У[ и М' проиэнольныи ностоявнын. Иначе, заи'Ьнян .1/ и М' новыми 
постоянными I) п 'Л с'1. помощью равенствъ: 

М = I) /т а.; Л/' = 7) та; 

найденнолу интегралу можемъ дать видт.: 

Перюдъ Еолебяц|й. очевидно, йудеть: 



аь,Соо§1е 



'218 НЕСВОВОДКОК твердое Т*Л0. гл. Х1И1 § 301. 

Разсмотр^кное дв11жвН1е представдяетъ собою таш. назывяеиие малое 
кач!1н1е тЬла около иололсенш устончнваго равнов11С1я. На самоиъ л*.11;, 
иаъ (29) по (83) и (87) 4; 263 хш силовой фуш;ц11[ Г им+.омъ выра:1,ч-Н1е: 

/. = /., = !!'=- Н. 



Мы вщимъ, иго при 0;=о функц1я 6" достигаеть иаксииуна. т. с. 
110ложен1е 6^0 есть поло',кен!е устоичиваго равнов'Ьс!» (§ ■216). 




Как-ь второй 11р11м1>ръ разсмотринъ задачу о фнзпческоиъ ипят- 
1111кЬ. Физпческимъ маятнпкомъ называется тяжелое твердое т-^-ло. врл- 
(цающесск около горизонтальной оси. По услов1ю уголъ О (Фиг. 118) м- 
ключснъ между плоскостя.«н, лроходнщимн черезъ ось ирив^а (нрнмснь 
се за ОХ); изъ ннхъ одна неподвижна, а другая неизменно связана сь 
:1вижущнна1 т1-,лоиъ. 11олол;имъ, что кеподвплтан плоскость ХОУ верти- 
]Н1льна, а подвижную нроведемъ черезъ центръ ннерщн С т1;ла. Если 
раастоян1е точки С суп, оси принта означнаъ 4{'резъ ', массу гЬла— .V. 
уекорен1с тяжести — с/, чо моментт. Ь прнложенныхъ силт. около 02 тл- 
1>а;)ится такъ: 

и сл1-,д. уравнеН1е (28) нримр'П! видь: 

7в" = - Мд^ЬН. 
Интегрируя, им^оиъ: 

./Ч'г == 2Мд1 со« е -^ 2А, (80) 
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А - - иостояннш! ироизвильна». Полученное равенство ничто иное, какь 
интегралъ живыхъ силт.; по форн'Ь своей 1тн1'егралъ этотъ совершенно по- 
лобенъ иитегрму лшвыхъ силъ д,1Ш мателатическаго наитнмка (§ 136): 

тВ^Ь"- = 2 тдВео^Ь-^ 2//'. (31) 

гд'Ь )« ласса яаятинка, В длина его, а Ь уголъ между В н вертикалью. 
и[юведенною кинзу черезъ точку прикЬса. Д.1я совпадеиш равекствь (30) 
и (31) неойходимо, чтойы 

тМ' тВ Л' 

()тсюда вытекао'п,: 

./ = МВ1. (32) 

1)ыра:1имъ ломенгь ннерцш / черезъ плечо пнерц!!! к;.! ^ ,1№; 
тогда изъ (32) имЬеиъ: 

-А' = у (33) 

Иоп'онннаи В носить иаэваше длины :1Квивалентнаго матсмаш- 
чсскаго маятника, т. е. такого, для котораго уго.тъ в изм'княется по тому 
же закону, какъ п для разсматрнваемаго Нла. 

Кякт. видимъ, вопросъ о движении фнзпческаго маятника свелся на 
известную уже намъ (§ 136) задачу о движсн!!! ;1квнвалентиаго ему маит- 
нпка математическато. 

Равенству (33) можемъ дать иной видъ. 1Г:1-р. геор1н аомонтовъ 11Н1'р1[||| 

(*! 161) ИЗВЕСТНО, ЧТО 

если .?г означаеп. момент!, ннерцш маятника около оси В1'у (Фиг. ПЧ), 
проходящей черезъ точку V и параллельной ОН. Иолагап .Т^^Мк^^^ ш>- 
лучаемт, такое соотношение между плечами ннерцш: 

к^ = /■,= + гг. 

Подставляя вь (33), находимъ: 

1;^ = 1{В—1). (34) 

Въ плоскости С02 построимъ прямую 1-\\ отстоящую оть 02 на 
ра.'1стоян1и И; она окажется за прямою РРу , ибо изъ (34) видно, что 
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М':>1. Припаи ■^' носнп, наз11аы1е оси кячан1Й; она находится оп. 
центра ннерцн! <.' въ |)азсто)Ш1и I' = И — I. Формула (34) теперь перрпи- 

сываетея такъ: 

//' = />'. (35) 

откуда ясно видно, что ось привеса п ось качан1Я — пряиыя сопряхеи- 
лыя, так-ь что. если ось качан1я сд1;лаомъ осью прив'Ьоа, то прежняя ось 
прив'Ьса стяит. новою осью качан!". 




ИистЬдуеш. те11е]1Ь реак1ци, 1;о1'0|)ыя окаяываеть неподвижная ось 
на вращающееся тФло. Оь птою н'Ьлью составит, уравнения движен1я, вг 
которыя входили оы реашци свяли. Зам^тимъ, что д.1я закр^>плеН1я оси 
необходимо сд11лать ненодвижныии дв* точки О и О' (Фиг. 119), лежаиця 
на не!). Примеиъ опять ось прив'Ьеа за О/С, разстоян!? 00' назовемъ /. 
а проэк1ии реак101К 01;азыва<;'Мых-г. точками опоры, пусть будутт. соответ- 
ственно: 

для О Хь /2- *3: ЛЛН (У (1|, 112, ^1з. 



Тогда уравяг'Н1я д]!ижон1я будуть: 

31,г,"=Х + >з + 1^3 = 0: 



(36) 



г. ('■ 



'-Г., + 1^,: 



-,о. = г.,. 
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•и'Ьсь .1/"— массд гЬла, .Г(. у/,, т^ -координаты центра икерщи (', 
(т{0^, (т^. а,у -главны!) моментъ количепвъ движен1н твердого Нла около 
полюса О, X Г, ^- состявляющш но огямъ главнаго вектора, [.,:. Г^^, Ь, — 
главва1'о момента нрнложенныхъ силъ около того псе иолю1'а. Крок1-. того 
въ уравнен1яхъ (36) 1I1)ИНя^ч^ въ еооЛраа;он1о, что в(1 все время движен!» 

Когда ,^нжен!е тЬла намч. н;!в?>стно. уравнен!» (36) слулапъ дли 

опрод'|-.лен1н реакц|й— 11 (1э; но, такъ какг ]||ес'тоо уравпете свободно 

отъ реякшй (что ничто иное, каш. уравиен1е (2Н)\. то .гиг онред'Ьлон1Я 
шести реакцЩ, мы нмЬемъ только нить уравнен1п, а потому часть реакшн 
останетеи неопред11леннон1. Какъ легко внд'Ьть, Н1,юпред!.лекнымн остаютсм 
реакщи *з и ;1з, и только одна сунна нхъ !1з-1-)1з находится ил. третьяго 
у равней! я. 

ТЬ же уравиен!я (36) данпт. возможность 1)'!^шить такую задачу: 
твердое гЬло, къ которому приложены силы, даю1Ц1я лишь момонп, около 
пси прпв'^.са. вращаеаси вокруп. этой оси; при какихъ услов1ях'ь ось не 
иказываоп. |>еак1йг! на т1^?о? 

Такъ какъ но нредтможекйю: 

Л' =У=Х = /.^ = Л» = о. 
то ус10в!}гм11 для о()ра11;ен1я въ нуль ис11Х'ь реакц|й оудугь: 

^' 

Прежде ч*мъ раскроемъ значеН1е этнхъ услов!и, цам1Ьтниъ, ЧТ1) 
про^кщи скорости V, какой либо точки (.'■•. (/;, 2-() твердаго т1'.ла по (й) 
5? (И будуть въ пашемь случае,: 

'.-, ГОК (г, х) = г>' = — у1 Ь': (;, со» (/;, у) = <// = .г, И{; 

откуда д,1н цро;*к1ий ускорен1я на{1демъ: 

г," = - ?/, Ы1 — I/,' Ь' = — !/,Н11 ~ XI Ь'2; 

(38> 
///' = х^Ь" -]- х/ Ь' = х^" — у, 6'=. 

1Iрин^няя полученныя равенства къ центру инер|ци, мы можемъ 
услов1я I и II раск1»ыть такъ: 

(39) 

•*■<: Й" - - У. ^'- = О- 
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Ксли Ь'1^-\-Ь'* не нудь, (а этого йыт;, не можеп., тасъ какъ тогда 
Ь' :=0 — вра1цен1я въ рлзсыатриваеиы!! моменть Н'Ьтъ, и ')" ^0 — вра- 
1цен1я не будетъ и въ сл^дуюицй моменть), иаъ (39) выводимъ: 

А = У. = <'■ (Щ 

т. е. дена-ръ инерц!» т^ли долженъ лежат1| на оси вращ|-н1я нлн, как1. 
говорить, вращающееся 'г*ло должно быт1. центрировано. 

Переходя къ остальнымъ двумъ услов!!!!!!,, зам-Ьчаемг по (37), что 

Береяъ производную по времени: 

ПодоЙныяь образом!, напдемъ: 

-- 0^= —Ь"\т1г1;1, — Ь'-\и1^г,.п. 
Ол11д. углови! 1И II П' будуп.: 

О" У т> г, .,; — V" У ш, ^^ № = "; 

А, такъ какъ по предыдущему 6' н 6" одновременно въ нул1. по 
обращаются, то отсюда вытекаегь: 



(^ »"( г; уХЛ- (^ т. X, .г^У^ О, 
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-"-■I 



т^ 21 x^ ^^ II. 



1-1'гакъ. принниш! во вн11ман1с (40), за1аючд<.'ыъ, что вращающееся 
около иенодвижной оси твердое 1-Ьдо не испнтываетъ, а сл^д. и йе ока- 
яываетъ реакц1Й на ось только тогда, когда эта ось совнадаеть съ одной! 
из-1. трегь главныхъ центральныхъ осон инерцйг. 



с1ЬуС00^1с 



ГЛАНА Х1,т. 

ПринЪры на движен1е иесвободнаго таердаго тЪла (евям не- 
интегрирую1Д1яся). 

302. Дви9кен1е гЪлъ связниныхъ еъ нитью, которая не иод- 
дяется круче1|1ю. Положииъ, что твердог Нло вращаотсц пс! ниерц!!! 
(()р:п, прпложенныхъ (^плъ) около Ш'ПодвижниИ точки и 11си;1м1',нно соеди- 
нено съ однимъ концомъ нити гийкоН. веп>н;| длинно11 к не по.иях'ик-йся 
кручрн1ю; другой коноцъ нити эдкр'Ьп.ченъ неподвижно. Пусть. 1;{1о)|1; 
■1'ого, касате.1ьыая къ нити въ 14)чк1'. соединен!)! ри съ гЬломъ проходит!, 
череаъ точку опоры. Тогда, если эту касат<.'льную взять за ось ^ у1»ав- 
НПН1Р свя;)и, наложенной на гЬло. по (41) 4? -б** иудсть: 

/■ = 0. (О 

Иовернеяъ оси ^ и )] так'ь, чтоСы он!; совпали съ г.швнымн оснлн 
(.■4чен1Я эллипсоида ннер|цн плоскостью, перпендикулярною къ оси ': 
тогда живая сила Т -Лля представится такъ: 

•22' = Ар^ -I- В^^ -I- ( '/ = — ■> 1>чу ■> Е1-Р ; 

а потому уравненш дв11ЖеЯ!И т+.ла по (53) § 269 оудуть: 






{■^ 



^Ш-^ш-^^^--^^''^ = ^'' ^""^ 



гд* )1 множитель связи (1). 



с1ЬуС00^1с 



гл. Х1Л-Ц !^ 31)'*. нксвопидно^^ тве1'Д0в тело. 

Изъ уравненЛ! (2) выводнмъ: 

, 11.р , „ (/// 

-<"зг +«„-,/ = о. 



откуда 



интегралъ хнвон 1Ч1яы. 
Иатагпя 



Ар'- -!- Д^= = •>!,, 



р=-1/ -^ зш ю; 1=1/ у^- со.ч ш 
н подставляя въ любое изъ уравненм) (2), находимы 



~ =^ сок » [- -^-г^^ .*(К л 



млн, вводя новый аостоявнын: 



*^ = :от.(^^-^-ь^-^^>: ^ = "7'^ §7^ 



= ^'//, 



Т. е. 

, цМ^'Г _ „*'-*-' 

гд'Ь т иои'гояццан цронзвольнаи. Изъ иолу^еннаго интбгряла и уравнснш 
(4) видииъ, что движои1е жимптотичоски приближается къ иостояныоиу 
вращен!*! около иримой: 

А; -I- 7>г, = 0. 

Уравнение (3) даеть выражеН1е ,^1« моионта |)еакц1и вокругь оси ^ 

Наймемся теперь тою связью, о кото])ои говорилось въ прим^р'Ь д) 
й 197. Пусть два твердыхъ 1"Ьла А' и 191, вращающихся около неподвиж- 
ыыхъ полюсовъ ^1 и А^, связаны другъ съ другомъ весьма .тлинною, 
гибкою витью, не поддающеюся круч{*н1ю. Д.1я простоты иоложииъ, что 
конечныя касательный нити совпадають съ главными осями иверц1и гЬлп, 
сиотв-Ьтствующими точканъ опоры. Уравн>>н1е связи ио {:} 197 будетъ: 
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22(1 НВСВОВОДНОК ТВЕРДОЕ 'ГМО. ГЛ. Х1.У11 й .4(12. 

ес.1и угловыя скорости тЬла 6*1 по г.тавннмъ осямъ |(Н('||1(ш будгп. ;*,. 11. г,. 
Живыя силы тЬлъ г и 7*) будуть; 

2Г= .4;(! -(- Д?! + (■.■!: 27, = .4 ,;,, = + в, ?,-' + 'Л г.'. 

^^цачконъ I отмечаются количества. относящ(я['я ь-ь т1'.лу .Ь', . Если 
нъ тЬламъ иикакихъ си.1ъ не прн.1оя:ено. то уравненЫ .^ижен1я по (5'Л) 
Й 269 будуп.: 

(*.-, ?(_,■!„■; К^ = (С -Л),-!'-. Г.^=(.4-В1,,, + „: 



'Л -'■■ ' ""■ " Л 



Лр,. 



' Д 



= (•"11 — П1)('1«[ + ;». 



Исключая мвоя:ител1. ]1, я также угловую скорость с,, приходимъ къ 
гнетем* уравненШ: 

А,1р _ 

(В — Гцг~ (Г 



в<;? .4,.;/., 


в, I/,, 


— .41,-() ~ --(В, — С.к,,.- ~ " 


-(Г,-Л,)Р 


■ (С + С,!* 
(.4— В)ет-(.4, "В,)г,,17, 


'1/ 

Т' 



Первый два отно111ен1я непосредственно приводяп. къ ннтргралу: 

А (А :.(')р2^Ц(И -С)^-=Г. (7) 

гл11 /' ирои^вольнш! постоянна». 

Подобиымъ ойраярмъ отппшенгя треты' и четвертое дають: 

.4.,{.4,- Г,) ?','+«, («I -Г',),,= =Г,. , (»> 

гд11 /'1 новая постояннпя произвол ьнаи. 

Кром!. того ии'Ёемъ интегралъ живой силы: 

.^4-/У</2 + А,г^,24-«,'У,2-|-{Г-|-Г,Ь- = -2Л. (9) 

Можно было бы изъ уравнеи|и (в) выв<-сти еще с,11;дую11ин инте- 
гралъ: 

но атоть лнтегралъ Лылъ бы с.111дств1е11ъ ])а11ьшс найденным.: ннынн 

словами 
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гл. ХЬУП § 302. НЕСВОБОДНОЕ ТВЕРДОЕ Т«ЛО. 2'>7 

Введехъ новую переменную ш, лолаг!)я 

,(11 = и». (10) 

Тогдй первое )1 последнее нзъ отношен!Н (6) на основан1и инте- 
грала (7) даютъ: 

гд* 






в —С) 

лв 



(1-2) 



Чтобы на чем'ь-инбудь остановиться, цоложинъ, что 

А>В>С\ Л1>В1>Сг, (13) 

'1-огда но (7) н [Н) ножеяъ положить 

Г=1~. 7', = *,г. (14( 

Л потому изъ (И »: 

7.= -^..^ ..»('»» + «). (15) 

УА(А--- С) 

гд1'. а произво.1ьна1! постоянная. 
Подставляя въ (7), подучинъ: 

I- 

^ со^(»л(о-|-а). (16) 



УП{В—С) 

Иодобным'ь образоиъ для 7'| и д^ по (14) найденъ выраЯ[0Н1я: 
/■| к, 

(П) 

_ Дл\'-с,)(в, -С) 
'"-у л,в, 

Ксли ;шачсн1я для }к ^, ру. ду подставить вь ннтегралъ (9) жввон 
«■илы. то сможемъ '- вы])азить какъ функ1ию оп. »: 

*: 

- л=:(-"""^""""Т"'" Д=С' 



_ •ояг(«*ш-1-я) — 



[№1» + а|) — ^ — ^^ео8^{т1Ш-\-Л1). 



228 НЕСВОЬчдниЕ твкрдов тило. гл. ХЬ\'И § 30-2, 

А тогда 113ъ (10) иайдомъ квадратурою зависиноеть ю отъвремени (. 
Квадратура будегь ультраэллнитическан, если т и т^ сокзм^^рины; — 
;*л.1нптическая, если т^Шх. 

Когда иоменты инер111и не выполняють услов1я (13), ходъ р'ЬшенЫ 
задачи остается безъ из]иЪнен1Я, только вместо трнгонометрическихъ фуккщй 
могуть появиться логарифм» чес К1Я. 

303. Вндо11»м'Ьиеи1е начали Далянбера для снстемъ съ неннтн- 
грнрушщнннся связями. Непосрвдствеяное пряы'Ъценйв начала Далаыбера 
кь выводу уравнений лвнхсн1я снстеиъ съ неинтегрнрующимися связяии 
иредставляетъ то неудобство, что въ составь аналитическаго выражен1я 
начала входять дифференц1альныя внражешя второго иорядка, а это 
иногда значительно затрудняеть пореходъ отъ однихъ 11ерем*ниыхъ и. 
другимъ. 01. другой стороны, начала ннтеградьныя — Гамильтоноао, Ла- 
гранжево, Гельмгольтцево, въ которыхъ оперируегсм надъ выражен1Я11и 
нерваго порядЕся, несправедливы Д.11Я систенъ съ яеннтегрнрующнянсн 
связями. Между тЪиъ, если съ равенствомъ. выражаюи(ииъ собою вача.10 
Далаыбера, сд^Ьлать ночтн очевидное иреобразован1е, то нолучимъ фориулу 
весьма удобную для прнложен1Й, содерхаисую вырая:еи1л перваго порядка 
и по вн'Ьшнеиу виду аналогичную вар1а1ии Ганильтонова д'Ьйств]я. 

Разсыотрннъ »атер1альиую систему, отнесенную къ ^V-|-А; коорди- 
яатаиъ ^/(^:=^,2,^6,...N-\-к), и полол:ииъ, что эти координаты тожде- 
ственно удовлетворяють всЬиъ уравнон1ямъ конечныхъ связей системы. 
Пусть, кром'Ё того, система подчинена к яенятегрирующимся свлзянъ. 
которыя представимъ себЬ разрешенными относительно /с сЮ1|)осгей подт^ 
тнкимъ яидомъ: 

1'у+, -^а,, 'А' — ?!. = ": ^ = 1.2,Н....Х-. (18> 

Коэффиц1енты «уь ?у содержап., вообще говоря, и координаты д^, 
н время ^. 

Изъ (18) вытекнсгь, Ч1Ч1 возмо;кны)| 11Г'ремЬ11|ен!я Л/// системы свя- 
заны равенствами: 

^чу+у' - ^ ^-- Д'/' - 'V■^' = »>; ^ = I ■ -■^. ■(- - ^- ■ 

( = 1 
Возможный же вартацШ 3^/ должны выполнить услов1я: 
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гл. ХИЧ[ § .Ч(1Я. НЕСВОКОДНОК ТВЕ^ДОК 111.10, 22!* 

Нам^'Л'имъ. что .тля вчятяго случая не только возножныя яар1ац111 
НС совпадАКУГь съ во:)Х0Ш1ыни перенЪ1цен1яни (какъ это ин^^еть м'Ьсто ЗАИ 
систехъ съ коночный и связями, уравяеН1я которыхъ не содержать явно 
вреиснн), но н, кром* того, лишь для /=1.2,3 .V нм'Ьемъ равенства: 



.Л': (20) 



а для остальных!. /' зависимыхъ скоростей изъ (1Н). (19) к (20) выходитъ: 
Л' , 



К-^.-К.^.=% \^;' ^Ч^-Я^^Ь^^] - Ь^ = 85.: 



: 1. 2, 3 ...к. 



Зд'Ьсь сннволоиъ ЬВ^ означены для краткости выраженш линейныя 
и однородный относительно 8(?(. Вс+. ЬВ^ тождественно обращаются вт. 
нудь, если равенства (18) интегрируются. 

Начало Даламбера по (13) и (15) § 203 и но (30) § 197 д.1Я раз- 
«матриваеной системы нрелставится тпкъ: 

.1 = 1 

«ели чер<';)ъ Т означнхъ живую силу системы и 110.10лш»ъ. что ирило- 
женныя силы нм%ють оотеи1цалъ. Написанное выше равенство должно 
выполняться для любыхъ значон1й иеяависнмыхъ вяр1а[1ш Ьц,. 
Зям11чая, что 

.г=1 

вм+.сто (22) им11емь: 

ЛЧ-А 



«■+.115^, 7, 57,] "'■="■ <-^»' 



_ </ ЦТ \ 
Умножаемъ это вырйжен1с на Л н интягрнруемъ между пред'Ёлпмн 



I, и I: 
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230 несшоБОДНОБ твврдок тьло. г,1. хьуп § 303. 

приченъ условиися, что дли крайнихъ положенШ сис1'ены, соответствую 
ищхъ пред^ламъ интеграла, нозависимыя вар1ащн %9| обрящаютсл въ нуль; 
тогда по (19) тоже иожно сказать и про эавиоиныя вар1я1(1и ^^„,^. 

Въ выражен1и (24) отд'бдяенъ члены, содержаицв полный ироизвод- 
ныя по вреыенп, и производимъ иБтегрировян!е по чаетямъ; тогда по (20) 
для (^1, 2, 3,...Л" получаемъ: 



А Д.1Я V::=1, 2, 3, . . . Л но (21): 



\^..,^.. 



л <Г1 , „ 


«Г • 


1 ^'^ 


Л 85',+, '»<••■ 


1 ^.,+. ■''•+■ 


\ — 





ч-> 



'о 

Члены вн'Ь знака интеграла нули на о1;нован1и углов!» о зкачян1яхъ 
лрсдЪльныхъ вар1ац|й. 

Подставляя въ (24), получимъ: 






У±1с 
32' = 



Ш'-^%^^- 



Равенство (25) мы н им^^.т въ виду получить. Нзъ него игно видно, 
что система съ неннтегрцрующлмнся связями но ножеть быть охаракте- 
ризована, подобно снстемамъ со связями конечными, своею силовою функ- 
И1ею и формою жнвой силы; оказывается, что необходпмо еще знать въ 
отдельности выражен1я для импульсовъ. соответствуюп^ихъ зависиныиъ 
скоростямъ. 
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гл. ХЬУП § 303. НЕСВОБОДНОК ТВЕРДОЕ ШЛО. 23 1 

Б^ва ли стоить уиинвнать о 1Ч)Ы'ь, что равенство (25) отнюдь ые 
иредставляетъ собою вар1яц111 Гаиильтонова л'Ьиств1я, а также останавли- 
ваться на доказательств 1; равносильности выраяен1й (23) и (25). 

Ирин'Ёръ: Шаръ радтуса п катится бе:гь скольжен!» ио нло^еости и 
находотся подъ д1;Нств!ен'ь силъ, нм'Ьющихъ си.10вую фунЕц1ю II. Напра- 
вимъ ось г по нориалн къ плоскости и центръ инерщи тара применъ за 
иолюсъ. Тогда живая 1-ила Т шара представится такъ: 

2 '/' = .1/ (^■/- + .V.'- + ^Г') + .1 ( /-^ + уг -Ь Л'- ), (26) 

гд* М масса шара; .1 =^-^Ма^ моментъ инерцш шара; 1\ У, Л про!*кцж 
на оси ип^овевной угловой скорости шара. По (9) и (10) |^ 65 эти коли- 
чоствя такъ связаны съ углами Чй.1ера: 

Р^Ь'х/п^рок-^ — ^'-ч/н ■)'; у = (!'.■.■(»/ -^ . .■''т -^ -\- <(' сои •!> ; 

(27) 

и = '^' -\-ь' сок |р. 

Уравнения связей по прим. г) й 197 Гцдугь: 

,% — » = о; ^/ -- «у = и; у; -|- <11' = К. (28) 

Ныведемъ для рязсиатриваенаго случая уравнен1я двил№Н1я, но со- 
держания множителей связей, съ помощью видонзм'Ъненнаго начала Да- 
ламбера. По сказаннолу выше разсиатриваемь выраженЕе: 
( 



К' 



8/;_1_г2Ч- ''^', гв^ + ~ т,) (И = 



'о 

въ кошроиг. 

ЬВ,= ^^Ь-с-Ь:,'; Ы^, = ^^^^^, 8//,'. (.10) 

Интегралъ (29) долженъ обращаться в'ь нуль д,1я всЬх'ь возможныхъ 
вар1а1ий системы, т. II. для такихъ пзм^неиИ* координать. которыя удовле- 
творяют!. уравнен1яиъ: 

йг^ = О; Й^„ нх =; о; Ьу^ -\- «и = о. (31) 

^{д'Ьсь но ана.10пи сь (27) вве;|,ены о('юзиач(>И1я: 

п = "41 'р гч" ^ЪЬ - ,1(н ф 5^; X = ^14 ? ■"'" (Ь 80 -{- ГОК ф 8^; 

(32) 
р = 81|| -|- 1-0!' ^ 8(1. 
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232 НЕСВОБОДНОЕ ТВКРДОЕ Э-гЛО. гл. Х1Л-П а ЗЬб. 

Прежде всего займемся вычнслеп!онъ разностей (30). Изъ(27)и(32) 
легко находпы!.: 

(38) 

А потому нзъ (28): 

ЬВ^ = п {кИ - рР): гв^ = - <1 (рУ — уЛ). 
Подгтявляемъ въ (29) и принимаем!, во винман1еу|>авнеЕ1Я связей (28): 



\Ы 



М(^^{^ЧР-\-^Ы^\-^ ~. .1М= ИЫ{-\'М(1^1ЦтЛ^—7.]')\'П — Ь. (34) 



ЗйнМал. чт4> при пред'Ьлахъ вар1й1ии коордннатъ обршцаются в*!. 
ну.11Г,, ст. помощью (33) няходимт.: 

( ^ / I 

I РЬРв{= [ Г^^1<Ч^г\1'{У-И- рУ)''^= ^|-1:^' + -?'М''- р^)) '": 

(о 'п 'о ',. 

^ I I I 

'о 'о ',> ',. 

I: I I I 

^иьв .п= I и ''1^- <ч + ( // (-V ■^^') '" = ] I - р ^ +^ (^У -'<^1| *. 

'о 'о ■ 'о 'о 

С'ъ другой стороны вар1а1[1||> 

Э^-;, ' Л/г ■ ' (;,г, ' 9(р ^ ' ((ф '^ ' л 

всегда можно 11|)елставит1. 110Д1. таким11 видомъ: 

на осиован111 равенгтвъ (31) и (32). 
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гл. Х1,Г11 55 ■•"■►■ НКСВОВОДНОЕ ТВЕРДОЕ ТИЛО. 

Подстпвляя въ (341 и сокращая, пи'Ьрмъ: 



отЕудп н выводинъ нсконыя уравнен1я 

такъ кпкъ очевидно {§ 214), что произвольность 8<р. Ы/. Ш влечеп. за 
С0С10Ю и П)юизвольность количествъ п, у. р. 
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ГЛАВА Х1ЛЧП. 

Уравнены движен1я твердаго ?%)№ по отношетю къ осямъ, инЪющинъ 
собственное движеи1е. 

ЗЫ. Уравнен1я двнжен1я твердаго тЬла оо отношен1ю къ осянъ, 
на'Ьющняъ собетвенпое двнаЕев1е- З'гловинся оиред^^лять половЕеН1е 
твердаго т11ла по отвошевш къ осямъ АаЬс, ин11ющымъ соб^ггвеннов дви- 
жен1е. Мы остановнися только на томъ частномт. случа*. когда нача.чо 
этихъ осей Л еовпадаетъ съ С центромъ инрр|ци тЬла. 

Ояначикь 11|)оэк1ик угловой скорости гЛла на в:н1тыл (и'и чврр;п. 

я. X, р.; (О 

а проэюин угловой скорости саннп. вращающихся ос1'И черр:п. 

Шц, шь, Ш(,. (2) 

Точно также нус-ть нриэюми поступательной скоросчи, т. е. 1-.ко1)остн 
точки С. на тЬ же огн оудутъ 



Тогда про;1КЦ1н скорости г;, 1:аков либо точки ни т^ла съ коорднна- 
тани «), ''(, С1 на освованш § 68 напишутся такъ: 

«,, = г, соя ( '.■, а) = Юа -{-НС!-- р/'( ; Гц, = С; со," ( 1\ Ь) =: }Х>ь -\- р((( ТГС; ; 

Подставляя отсюда въ выражон|о живо)! силы: 

2Г=^,»,(.^' + <■»' + '*'). 



аь,Соо§1е 



^ 



гл. хи'ш § 304. дкижкн]!': тверд, гг-тд относ, нодв. осе». 
н зл)1'1'.чан, что по усювш: 



> »(,(/, = О ; > »(,*, = о; \ »н,с, 

л^ ^^ Л^ 



находинъ: 

22'=.1/(Ш„24-'Рг \-п>,^)^^,т:'-\-^ь1^^-\-^,р'~2пьс■^^р - 

- -^//„рп 2 //,6 их. (5) 

гд'Ь Л/, -7,, 7^,...11^ масса, моменты и произведен 1)1 ииг'р|ци твсрдяго. 
тЬла 110 отношению къ соотв'Ьтственнымъ осямъ. 

Дифференцируя иредыдущес иыражен!с но ого аргумиытанъ, совер- 
шенно также, какь вь §§ 256 п -257 убЪс^аемся въ гправед-чивости ра- 
венствъ: 

— = ]ПсоМЩау, —=)Псо^(ШЬ); ^ = Щ ео.'< (ШсУ, 

(6) 

если но прежнему о-эначимЕ, черууъ Ш количество дви}кен1я тЬла, а че- 
резъ 0<'> г.'1явны11 моиен'1'ъ количеств!. двн]кен1я около центра инерц[н. 

Искомый уравнен!)! хважеиЫ получатся на основанж Н-,хъ же со- 
оораженШ, которыми мы пользовались аъ § 261. (.'иствиа приложенныхъ 
вскторовъ, изобраасаюи^нхъ количества движон1я :^ленентовъ гвердаго тЬла, 
но отношеН1ю 1Г1. осниъ СпЬс опр1М.11ляет('я кпорднкатаыи: 

- <1Т_ дТ^ дТ_ дТ дТ дТ 
ОТО, ' дЮь ' от, ' ''к ■ дг.' И'^ 

Ирежд!' всеш :)а)1'Ьчаомъ. что нодвижнон иолюсъ С (центръ нннрц1н) 

моажо считать при составленгн выражеыШ д.1я геонетричегкон производноп 

с!!стеми (7) за не1!0движньтй, такъ 1Сякъ (!^ 193) рад1усъ векторъ полюса, 

дТ дТ дТ 

нроизводнаго отъ С, 11арал.1е.1еиъ главному вектору < ~ — > ■ 

дт, 9т01 дТОс 

-1ат11мъ проэкцш геометрической прониводноЦ Г оть какого лиЛо нерем^н- 
наго вектора V, заданнаго своими про»к!|,1яин ^я, У/,, У^ на оси пЬе, най- 
дутся по форму.чФ. (41) 4; 33, напр. 



-У,)со«{}а), (8) 
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гд* чврезъ (( означена поворотнак екоростг. (§ 42) направ.1е1ия л, т. с. 
ркорост!. точки, л<=>жа1цен на осп а въ разстоян1и равномъ ед11нац1'. отг. 
начала. При обозначсн111Хъ (2) прогнсц!)! ;>той скорости на оси пЬг будуть: 

О, Юг, «^, 



Гт'((1>0 = -1; + в11; — ю,П- (9) 



ТГодоонымъ образош. найдоль: 



1>...(П.)=^г„+»,г.-».т;; 

Г«, (1>) = ^ г, + „. г, _ „. г. . 



(1(1) 



Теперь уже Л1^гко составнтг. по (7) искомый уравнен!)! двнл:он111 
гели будемт. нонннть гкааанноп выше о точк1. (.': 



(I дТ дТ 

'" ото. ' <т 



.„['*. + ,.,,„, „.„,] = ... + *.; 

м \'^ Ч- п).(0|, - «.го.! = /; + Ф, : 

(1(1 

,1ат ОТ от _ 

<7( ««+■"'* -'•.5-р--''1+л.. 

1> 01- от от , ^ , 

л^ +"'*«■ '"'*?='" + ''■■ 

:МЬа.черозъ^'(/'., *'1. ^'Д Ф(Ф..Ф.. Ф,1, '-(/... /-., У.,), А(Д„ Л,, Д,> 
означены гоотиКтственно главны)! врктор'ь к г.1авныа момонгь около на- 
чала силъ. нрнложонныхъ къ Нлу, н реакшй связоЛ. 

305. К8тан1е шара по поверхноетн. Нынодоннын наин уравнен!» 
(И) нрнлоЛ1Ниъ къ р'1>1пен1ю вопроса о катап1и тасрдаго однороднаго шара 
110 данной поверхности .V. Относительно сплъ, приложенныхъ къ шару, 
предполагается, что моненп, нхъ /^ около центра шара равняется иулн». 
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Кс.ш до1)устих'1>, чти шаръ ви все врел» движон!» не иокндиегь по- 
верхности 5, то цент|)ъ его долженъ двигатьсн по пове1)Хиост|1 й'ь парал- 
лельной длиной. Ирнмемъ но|шпл|. т, повсрхногги <Уь направ-юнную 01'1. 
центра тара к-ь точк^Ь 1;аслн1я аа о!^!. (V; 0('та.1ьныя оси Гя. 6'6 оудугь 
тогда лежать в-ь плоскости, касательно!! кь г?1. Жнваи сила тара, если 
рад1усъ его означмлъ ч^реэт, 7Л по (5) предггавится тяк-ь: 

■>Т=^^{Ю^-{-п\■^)^^-.VЛЦ1:''-\-у.^■\-'^^). 11-2) 

такъ какъ, по услов^т, Шг=и. 

Крои1^ ;1аданныхъ силь. гво.цшихся по ('иа:}ап1Еому выше къ одному 
главному вектору Р[1^\. К- Ю< на шаръ дЬпствують енла реакц1и по- 
верхности Л' направленная прнло противоположно Се. п сила трен1я 
({}'а-'{'ь, /с)^ Приложенная къ шару пъ точк* касанЬ! и ложащал въ плос- 
костн касательной къ поверхносчн '^, сл-Ьд. /с = и. Такшп. образом ь по 
(II) уравнен1я дв1[жен1я шара |')уду'1ъ: 

.«^--1/ш.ГО. = ^. + /- 

>1^ + м«,т. = П + 1,: 

Л/КЮ1 -«..ГО.(=г', -.V; 

т -"-"' (з? + "*' -"•»)= - */'• 



[(11 

'1> 



,11 



-]-1в, X 



Ео^и шарь и сшлы^итъ, и катится но иоверхкости. то сила трен1н 
/' иаиравлена обратно скорости точки касан1я шара съ поворхиостью 1'^. 
а во величии!-, своей равна ЛЛ' гдЬ /■— коэффи|центь тренЫ (§ 137;, 

Ул-м1 же катаи|с шара не сопровождается скольжеи1е.чъ. п) прнйав- 
лаютсп дв|> веинтегрирующ|яся свявн: 

^1 = 10„ -1- ^Лс = (|; у- = Шй — /("г = о; (14) 

и тогда состав.1яю1щя /й н Д силы трен|я /' играютъ |юл|. иножнтелей 
свяаеп: 

Л = И1; /; = )<:■ 
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при отсу'гс1'В1и скольженЫ движсн1е шара оиред^ллется Ими трс'мк 
уравнешями. которыя получаются изъ (13) по искл1пч1>н1и Л'", 1*| и 11;: 

(/к , 2 Г)^; 



Ш-'""-^Т'">-^~7М]1' 



(15) 



^. + «я X - Ш» 1Г = О. 

МОЖНО ввести по (14) 1Р„ и Ш^; тогда получннъ: 






(И 



•»р^=7Т/^'.; 



-(Об1Р^=:(1. 



■}цачен!л углоиыхъ скоростей ш„, щ, ш, завислгь оп. тога, какннъ 
образоиъ изм-Ьнен1я полошен1я осей ОнЬе связаны еъ новерхностью Л'ь 
Для вылснонш зависимости назваиныхъ угловыхъ скоростей оть свойства 
поверхности ирипоикинъ сказанное въ § 73. Мы тамъ вид-Ёли, что при 
переход* цакой либо точки М по поверхности изъ положея1Я М вь смеж- 
ное положен!^ М'. огстояи1ее оть начальнаго на (>езконечио малое раз- 
(;'гоян1е ^8, плоскость, касательная 1съ новерхвостп, повертываете» на без- 
конечно ма.1ын уголъ 4(18 вовругъ оси полнаго изгиба поверхности В1. 
■тч1сЬ М по направлев1ю г/Л'. Величина полнаго изгн()а н направлеи10 еш 
оси оиред11ляются формулами (1) § 73. Если разложить полный нзгибъ на 
дв* соетавляющЫ: О, (закруч11ван1е поверхности) по ваправлен1ю (/Я п 
Ь„ (чистый изгнбъ) но направлению п, нериендикулярному къ <18, лежа- 
щему въ касательной илоскости и |>асположениомт относительно норналн 
.V и наиря8ле1пя 48 тавь. вавъ ось р расположена относительно осей * 
и ^■. то для Ь, будомъ ил 
обозначен 1яхъ: 



1'ГЛИ -^1^ ИСК.1ЮЧНТ1. Пр1[ ПОМОЩИ 



раж''Н1е (2) § 


73, 


а ,'1.1Я ()„ при 


тЬхъ 


же 


[ли) + ^ ,1И 


'1У 
<1Я 


+ 


'ШУ 






(■оотиошем1н: 












1/т . Л/ 
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Сравнивая полученное выражен1е еъ формулою (9) и посл*дую1ЦНмн 
Й 1-26 нрн условж. что /^1р(-''-?/) — ~1 лргко видик'ь, что 

гд* к рад1усъ кривизны *) нормальнаго сЬчен^я поверхности черезъ АН. 
о чемъ и было упомянуто кан!! въ § 73. 

Возьнемъ теперь какую нибудь кривую на разсхатриваемон поверх- 
ности. При качен1и касательной плоскости по поверхности вдоль по взятой 
криво11, пряная А, неизменно связанная съ плоскостью и совпадавшая съ 
каеательною къ нашей кривой въ нача.1ьиомъ положенш, посл-Ь прихода 
плоскости въ смежное положрн1о. уже отступить отъ касательно11, и д.111 
того, чтобы привести эти прямыя въ совпаден1е, нужно касательную плос- 
кость повернуть около норыа.1и къ поверхности на н1'1который безконечно 
ма.1ЫЙ уголь. Такимъ образомъ, если движен1е вдсательной плоскости по 
выбранной кривой (сл^ду плоскости по поверхности) нодчннииъ еще усло- 
вш, чтобы ирямая А всегда оставалась каеательною къ сл*ду, то, кром1-. 
угловой скорости около оси изгиба, мы должны будемъ сообщить каса- 
тельной плоскости еще угловую скорость верчен1я около нормали. Опро- 
д+.лнмъ величину ;*той скорости ф, разсчитанной на единицу длины. Уголч. 
ш ПРИ изгиба <) съ направлен!смъ '18 по (1) § 73 найдется изъ формулы: 



1 Л Лх ,^йу 



-но.. 



если К = ^ (01 ^Л % = '* '^0^ ('Ч/1 Ь,=Н со,ч (Ьг). 

Уголъ Ж!'' 0)' — 0) -{- »/«» оси ^ съ направден1енъ г1'Н 

ГК+ДЖ"-"' .-К'+А^"»- ;« + ;№'"■ 

смежными съ <1^. т|ред11Л11ТРЯ так!.: 



'I, /(/,<■ . гРх ,„\ , (, 1,1,1 , ,Р,1 ,,,\ , в, /./« , л ,„1 



='ГК&+«.Й +■•-&)■ ('«» 



*) Взитый съ соотв-Ьтствеынын'!. зиа1и>11ъ. 
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Искома)! угловая скорость <р. очевидно, равняется т^;насамои'ь 

Д'Ь.гЬ, ес.?и (/а1;>0, то посл-Ь поворота плоскости около оси Й новая кара- 
тельная окажется между положителькыиъ направлен1вхъ прежней н отрн- 
цательнымь п, сл'Ьд. д.1я сови'Ёи^ентя съ нею пряной Л надо плоскость 
повернуть око.10 норыа.1и ^^ лрфгивъ часовоЦ сгр'Ь.ткн. 

По:ж>иу прнннная во вннманге (38) § 32, н;1Ь (18) находннъ: 



*/м /"ОМ ( Ьг) 



гд'1Ь г рад|ус'ь кривизны разсматриваенаго сл-^да. 



(19) 




Пусть и^ь дбытра сферы рад1уса равнаго.единии.'Ь ни прове.1и на- 
ирав.1ен1я, параллельный норна.1и къ поверхности, касательной К'ь сл'^ду, 
т. I'. (18, осн изгийа Й и направлен1ю п. Точки встр-Ьчи атихъ цаправлен1Й 
еъ поверхностью сферы означинъ соотвЬтственыо (фиг, 120) ЛГ, Г, 9, и. 

Каждая сторона треугольника ТХн равна ~ ■ Такъ какъ Гв = и, то 
Ьп = ~ — ш. Усювимся уголь между .V и г считать оть Л'' |гь и а пусть 

р точка встречи сферы съ нанравлен1емъ г изъ центра. Точка р лежить 
на сторон11 Л'^^ Изъ треугольника Йрм, нрямоугольнаго при н, нн-^^емь: 

соя (Йр) = со^ (Йн) со,ч (^7/) = а'т (.Ур) иЬ' ш. 

Л потону на основан1Н (Н) 1^ 120 выра;кон!е 1 19) прпнимасгь видь: 

. = ^^ = ,^ и.» 

гдЬ а означаоть рад|усъ геодезической кривизны. Зам'{'>няя г череуь К 
но тсорем1'. Ме11111ег, можно также написать 

., _ МЛ>) 
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На основании сказаннаго, если ось Со наиравимъ по касательной къ 
траэктор1и центра С въ сторону движен1н, то нандсмъ: 

ГО„ = ГО ; Шь = О ; 
Для случая катан1я бе:(ъ скольнегп!)! уравнен!я (16) примутт. видъ: 

Ш- 5 2 

,,- = уз/^\-уе,рйГО; (2-2) 

Реакц1я поверхности .V найдется изъ третьнго уравиен1я (13): 



Р>лн К!, шару не приложено нпкакихъ заданнмхъ силъ (^'^0), 

то но (22) центръ его ыож'П-ь описывать геодезическую лнв1Ю {-^^о\ 

лишь нрн р = 0; постоянство же ? треЛтегь в, = 0. Но главная нормаль 
гоодезнческой лннп! совпадаегь съ нормалью Л' къ поверхности, атЬд., 
»'сли 6(^0 вдоль всея геодезической .1пн|И, то эта лншя не ни^еть за- 
витая,' иначе — кривая плоская, Нтакъ центръ шара хожеть описывать 
геодезическую лнн]ю только тогда, когда она плоская. 

По.юхииъ теперь, что на поверхности Й^1 мы построили ортогональ- 
ную с^ть ливШ кривизны, характеризуемыхъ т1-1нъ, что по ихъ направ- 
лен1ю 1,^0, и пусть оси Со и СЬ всегда касате.1ьны къ сиотв1тствен- 
нынъ лишямъ кривизны. 

А1ы зам^чар-Ч-ь, что оси ('иЬр (Фиг. 121) изъ нерво начат ьнаго иоло- 
жеи1я въ смежное С'а'Ь'с' можно перевести или сразу, заставнвъ напало 
пройти путь СС {ЛВ) или двумя пртемаин: сначала передвинуть оси изъ 
СпЬе въ СпЧЬ^сЧ по элементу //о! одной .1ПН1И кривизны, а затЬмъ изъ 
С"а'Ч1"с" въ ио,тожен1е С'с'Ь'е.' по элементу ^/з; другой лин1и кривизны. 

При двизсенп) по '/«1 оси повернутся околс "- " - — 



0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 



242 

около Сс на тголъ тг^ = 



ДВИЖЕП1Е ТВЕРД. ТЬ-ЧЛ ОТЦОС. ИОДВ. ОСЕЙ, ГЛ. ХИ'Ш § 305, 



й. 



- г?в,. если ^1. О], р1 рад1угы кривизны 



норнальншч) с4чс'Н1я чорезъ (1а1, рад1ус'ь гсодетнческой кривизны и рад1усъ 
обыкновоннои кривизны для первоЛ лнн1и кривизны. Подобныхъ образонъ 
во второй нер10дъ движсн1я по </5г оси повернутся на уголъ 



--Ь„<1з-.= 






0К0.10 ОСИ Сп 1 






г/з: 



около оси Сс; оНозначенхя Н же, что и раньше. Замечая, что 




для угловыхъ скоростей иолучаенъ сл4дующ1Н выражеН1я: 

11осл1".днее нзъ уравнен1й (13) переиишется теперь такъ: 



'1? Ш, , Шц 



III 



Въ слтча!-. же каташя безъ скольжен|я по (16) им1-.еиъ: 
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Отсюда видимъ, что ^=^соVз^. или ери Й1 = Й2, т. е. ири катанЕи 
по шару, или при ТОд Ш^ = О, т. е. когда центръ шара оинсываетъ на 
18^1 ;п1Н1ю кривизны. 

Если силы, ирпложениыя къ шару, им-Ьюп. потенфа-чъ, а движение 
ироисходитъ безъ скольхеюя, то легко получить изъ (16) интегралъ жн- 
выхъ силъ. Действительно, тогда по услов1ю 

р, ш. <н + Гь гоь (К = <и \ 

гд* с силовая фуикц!я; съ другой стороны изъ (16) ии^енъ: 



(И 



-2ГО, 



^ + Т^''Й = 7^<^"'- + ^'"')=Ж 



откуда псконый иитегралъ: 

Ж(ГО.' -|- ГОЛ + у ИВ' Р'= 4? 1'+ 211. 
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Мгновенныя силы и ударъ. 



ГЛАВА ХЫХ. 



Удяръ системы о связь. ДЪйств1е мгновенныхъ силъ на систему. 

306. Ударъ шатер1альной сястены о неудержнв&ющую связь. 

Прииенъ, что положен!» системы, состоящей изъ п матер|альныхъ точеьп. 
нассъ »н;, овред'Ьляется девартовыаи координатами .г^, у,, *(();= 1,-2.3,...н)- 
Для сокращения письна зах'Ьниыъ ати координаты другими, полагая 

^1 У'щ = и^- : ; Ш У^1 = Ёз>_ ь г^ )/«, = =зу. (1> 

Тогда ложно сказать, что система отнесена къ Зп координатамъ 

Е^(ч = 1, 2, 3,,..3н)- Живал сила Т въ новыхъ координатахъ представится 

танъ: 

Ъп 



Пусть система подчинена к удержнвающимъ консчнымъ связянъ 

а также связи неудрржнвающей: 

^(К,1)>0. (4) 

Лагранжевн уравнен1я движен1я перваго рода по (7) § 197 будуть: 

г-1 "' 
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Зд%сь 1|, Л множители связей, а Зу на оонован1и (1) зам'Ьнястъ собою 

— =- А'( , ■ — 1', , ■ ^. - ^1 , смотри но тому, значекъ V оть д11леи1я на 3 
ут, ут, ущ 

даеть ли въ остатке 2, 1 или 0; черезъ Х^, 5^. ^Г(, какъ всегда, означены 
проэкфи на оси силы, ирнложенноЛ къ 1Ч)чк'Ь ли- 
Полоасинъ, что связь (4) ослаблена: 

-Р(Ч, О > 0. 16) 

и сл1>д. дв11жен1е системы происходигь такъ, какъ будто бы этой связи 
вовсе не было. Пусть конечный уравнен1я движешя снстеиы нрн разсна- 
триваемыхъ услов1яхъ будуть: 

'^.^'9у('У (7) 

Тогда можеть случиться, что система снова придеть на связь (4), 
т. е. въ н'ЬкоторыЙ моментъ т коо|)Динаты ея 5, обратятъ л*вую часть 
выражен1я (4) въ нуль. Условные», что зз начало врененъ взятъ нами 
ыоменгь нзъ того пронеасутка временя, въ течен1н котораго связь (4) 
была ослаблена; тогда моментъ т прихода системы на связь опред11лнтся, 
если найдемъ наииеньи11Й положительный корень уравнения 

■?'('Р,(0,') = 0. (8) 

Когда такого корня ир окажется, то значить во все свое дальн1Ь|кшео 
двихеВ1е система никогда не встретится со связью. 

Но пусть такой корень т найденъ; тогда въ моментъ т система при- 
деть въ положен1е. определяемое координатами: 

и лежащее на связи (4), со скоростями 



^■••= [?,'•*'>] = '•' 



Конечно, эти скорости обязательно выполняютъ усдов1я, налагаемыя 
связями (3): 
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Мы инаемъ (§ 177). что система, находящаисл на неудерживяющей 
связи (4). не можетъ нм'1-.ть пронавольныхъ скоростей, а должна подчи- 
няться ог1)аничен1ю, вьцшжз'^иому (|юр11ул«ю (30) {^ 177: 









Ирин^^няя :по нераиснство кь моменту т, находимъ. что скорости 
Ё',., ДОЛЖНЫ выполнять услов1е; 

3» 



Ш.^« 



(Н) 



11начекъ о покааываитъ. чт(1 въ соответственную функщю вм*сто 
Ё, , Еу', I вставлены ёув , З'уо, т. 

Когда скорости системы въ момонть т таковы, что л1'>ная часть вы- 
рая:ен!я (14) положительна, тогда (§ 177) система въ одинъ изъ носл1'.- 
дующихъ моментовъ, смежныхъ съ т, снова покипеть связь. 

Когда скорости системы вь момепть т таковы, что .^.вая часть вы- 
ражения (14) обращается въ ну,1ь, тогда вь зависимости отъ ускорешй 
система или останется на связи, или покинсть её. 

Но, если скорости ^'щ таковы, что 



\>И) 



(15) 



ТО, чтооы согласить это неравенство сь услов1емъ (11), мы принимаемь. 
что связь (4) оказываеть мгновенныя ревкц1н на массы, входящ1я въ 
составь системы, и этн реакц|[1 изм'Ьняють невозможный скорости V-,* 
вь н^^Боторыя друг!я €',2 возможныя: происходить такт, казываенып 
ударъ системы о связь (4). Притомь, чтобы возможно большее число 
наблюдаемыхъ явлснШ подвести подъ вашу схему, мы принимаемь, что 
въ общемъ случае скорости ;« удовлетворяютъ условш (11) со знакомь 
неравенства. 
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Ес.чи для иоиента т система гшкидаетъ свпзь. то мы должны изсд'Ь- 
довать въ томъ же отношсн1н сгЬдующШ по величнн+. положительный 
лорень уравнен!)! (8) и продолжать такимъ ойразомъ, нока пе переберемъ 
всЬхъ корней или не дойдемъ до такого, при которомъ систеиа остается 
на связи И.1И при которомъ происходить ударъ. 

Итакъ, иусть для момента т соблюдается неравенство (15). Такъ 
какъ мгновенный реакц1и связи отнесени нами къ разряду мгновенныхъ 
силъ, то по § 149 мы принимаеыъ, что: 

I) время д'ЬЙств1я реак1ин 11.ци продолжительность удара Ь безко- 
нечно на.'1а; 

II) за время удара ни спстома, ни связи не усшЁюгь изменить своего 
ноложен1я или формы; 

III) за время удара имлульсъ всякой коне^ной силы равенъ пулю. 
Кром'Ь того мы донускяемъ, что 

IV) ударъ не разрушаетъ конечяыхъ удерживающихъ связей (3) 
системы. 

Пусть ударъ кончается въ момент-ь 

т= = т + «; 

тогда, по услов1ю, въ о<1щ*'мъ случа* 

ВеЬ коэффи1»енты, какъ показываетъ значекъ О, зд*сь постоянны. 

Полагая, что во вреш! удара скорости системы изменяются снлош- 
яымъ образомъ, мы изъ (15) и (16) зак^1ючаемъ. что для иЬкотораго про- 
иежуточнаго момента ть т. е. если 

Т < XI < Т; , 

система пр1обр11таетъ так1Я скорости Гуь что для нихъ соб.1юдается ра- 
венство 



©.-■ 



(18) 
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если 



ШгХШ/'- 



1 

Промежуток'!, времени отъ I до Т! назовехъ исрвымъ актоыъ 
удара, а проыежутокъ оть Т1 до т. — вторыиъ актолъ удара. Въ частномъ 
случае ударъ можегь ограничиваться только однимъ первымъ актомъ 
(ударъ неупруг1Й). 

Мы пркнимаемъ. что мгновенный реак1Ии направ.1ены но соотв'Ьт- 
ственнымъ дифференц1альннмъ нараметрамъ нерваго порядка, 
и что множитель связи для всяко11 реакции одинъ и тотъ же. т. е. 
что проэК1ни реакидй на оси имЬю'гь вкд!,: 

Условимся предварительно о т[жеслЬдуюн[ихъ обо.1начен1ях1. для 
инпульсивныхъ множителей; пусть / озвачастъ какоЯ ли(>о моментъ вро- 
нени, заключенный между т н Т; . т. с. пусть 

т <; / <; т; ; 

тогда, придерживаясь обозначен!)! {')). полагаемъ: 

( 



у,'П=г-, у\ 



Когда верхн!!) ||ред*лъ интегряловт. (>удет1> х, и Т; . то условимся 
писать: 



I ),Л=л<»; 1 Л Л = ,7 



(22) 



Вычитая соотв^тствениыя выражения и вводя обозначен1я для инте- 
граловъ меаду пределами Т] и Т; . нм'Ьемъ: 



с1ЬуС00^1с 
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'"12 = .?:"'-./."'= [>,'»; 



(-24) 
./,: = ^^ — .71 = Л (И. 



При такихъ с1шволахъ нзь уровненИг (5), (сгнссеннихт. ко времени 
удара, легко находимъ интегрировашемъ; 



^^--=^■'.'"(1)+^' 



г.1 









(26) 



(27) 



УдЬсь по услов1ю III импульсы конечныхъ силъ Н^ иоложенн ра«- 
ыынн нулю. 

Задача об1> удар^ состоитъ в-ь 011ред'}',лен1и скоростей Е',; по даннымъ 

Разсмотрнмъ сначала частный случаи, а иненно допустнмъ, что 
уда|)Ъ неупрупН, т. е. ограничиваете и однимъ иервымъ актомъ. Тогда 
искомыми являются скорости ;'у| числомъ 3»; для нахожденш ихъ им*емъ 
Яп уравненШ (25), но етихъ уравнен!!! недостаточно, такъ какъ сюда вхо- 
дить еще ^ + 1 иеизв4стныхъ пнпульгивныхъ множителей .Л'" " ''^1- .V- 
бавочнымн ураънен1янн служатъ равенство (18) и Л равенствъ: 

равенства эти вытекаютъ п:гь усло»1я IV' о тоиъ, что ударъ не раару- 
шаетъ данныхъ удерживающихъ связей (3). Указанных-!. 3»-}-/,--|-1 урав- 
нен1Й ровно столько, сколько искоиыхъ количествъ 
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Уравнен1« д-м опродЬлен!!! пмпульсивныхъ множителей лолучаютсл 
сл'Мующнмъ 111)1е|11оиъ. Умножаемъ каждое наъ у|)ав11енШ (25) соотв*т- 



гд'Ь иидъ снмво.кшъ [(рф] разум'Ьомъ 



у {'!1.\ 1±\ 



причемъ, конечно. 

9) прнЛавн 
зуемся равенствомъ (18). то получимъ: 



Ш.=|/- 



1д^| , т1'.)1ъ же нутемъ по (28) приденъ 
къ к равенствамъ: 



0=У 



;=1 (31) 

1= I. 2, 3....*. 

Изъ (30) и (31) легко находниъ: 

гд* подъ Д разум*емъ опрсд'Ьлит^'ЛЬ уравнен111 (.40) п (31), а подъ Лд* и 
&^^, миноры этого онред'Ьлнтеля, соотв'Ьтствующ1е злементамъ [РР] и [/1-?']. 

Подставляя нзъ (32) въ (25). непосредственно находимъ значев1я 
для ^'у1. ЧТО ВЪ нашомт. частномъ глуча* н р'Ьшаетъ задачу объ ударЪ. 

Хтя рЪшен1я же общаго случая удара надо обратиться къ уравне- 
В1яиъ (26) нли къ групп* уравнея!Н (25) и (27). Въ томъ или другомъ 
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(муча'Ь легко видеть, что число неизв^стныхъ на (единицу цревышяетъ 
число уравнешй. Есмн остановимся иа уравнен!)1хъ (26), то число ненз- 
в1;стныхъ будетъ Яп~\-к-\-1, а именно — 2'у2,7;'" " -Л- уравнений жо 
всото Лп-\~А\ а именно — 3» у1)авнен1П (26) н к уравнен|й 

Зп 



(1)г1(|)5"+Шг- 



К1лч)рымъ 110 1\' должны удовлетворять скорости Е',;. 

Точно также при другомъ выбор11 уравкешМ неизв*стныхъ 6«-|-2А-}-2, 
а именно — ч'у2, 1'у\, /"п. л'", -Лг и /1; уравнешй же всего Ьп-\-Ис-\-1, 
я именно— Зн уравнея1п (25), Зн уравирЯ1Й (27), к ураввенш (28), к урав- 
Н1'н1й (33) п равенство (18). 

Если бы для нахождсн1я пзъ (26) нмпульснвныхъ множителей ./У". -^2 
мы 11рин1'>нилн прев:н!!( способъ, то пришли бы къ |)яду равенствъ: 



к 



!-1 
1 = 1. 2. 3. ..,/■; 



•'==^[Шг(^]^ ^--Ш)гт^ 



(84) 



Изъ равенствъ (34) и (3-2) или непосредственно изъ урпвнен1й (27), 
им^,емъ также 



•'.= =^"Ы-ЬЛ==^^ ,7Г.- о») 



Недостающе»; уравнен1е берется по аналопи съ уравнен1ем'Ь (29) 
й 150 въ такомъ вид^Ь: 

■Т,г = е-Л , (36) 

гд* е правильная положительная дробь, называемая козффиц1ен- 
томъ возстановлен1я. Для удара вполн1'. упругаго е — 1; .1;ля удара 
неупругаго 6=0. 
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Равенство (.ЧК) но (35) и (32) можетъ {^ыть :)п.ч1;нено ему ряВно- 
снльнымъ: 

(^)+=(:;^.="- <-) 

Отсюда II нз'ь (35) съ (32) видинъ, что и д-чя импульсивныхъ мно- 
жителей удрршивающихъ связен им-Ьемь соотношен!)!, аналогичныя (36) 

.1'\2 = еЛ'". (ЗЬ) 

Съ прнбавлен1емъ уравнен1Я (36) или (37) задача становится вполн1'< 
опред^^ленвою; найдя импульсивные множители за первый якть удара по 
форнуламъ (3'2), пользуемся соотношен|яни (36) я (38), иодставляемъ въ 
уравнен1я (26) и 01«)нчательно опред-^ляемъ скорости Е'у- нзъ уравнен1Й: 

1=1 ^ ■** • 

гд-Ь въ лраво11 части теперь все уже нзвЬстно. 

Прим1^ръ: Дв^ матер1альныхъ точки ранныхЪ масгь связаны неизм!'.- 
няеиымъ стержнсмъ длины I и движутся въ плоскости поступательно, 
равномерно и нряиолинейно. Разсмотрпнъ ударъ зтой системы о прямую, 
пернендику.|1яркую къ направлешю движрн|я. Прпнемъ эту прямую за 
ось л;-овъ. Тогда уравнеп1я движения взятыхъ точекъ (^'1, у1). (.г;, уа) 
будуть: 

^■^ = «-)-/ соя а; 1/1=:Ь — И; х^ = «; ?/2 = '' -|- / ^1» а — И. 

Зд!<сь ВСЁ коэффищенты постоянны. 

Уравнен!? удерживающей связи такое: 

/■ = |- («■-■<■!)=+ ^ (»■ -'Л)'~^1' = »■ 

Неудерживающихъ связей, собственно говоря, дв*; 
Р=У1><К ■Р= 1/2 ^ о. 

чала ударится о первую связь. Координаты и ско|юсти системы для мо- 
мента т йуд^-тъ: 
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Такъ какъ но ус.ювш 



{§Ъ 



©=-<"• 



то п1>оизойд<,ть уда1гь. Для вичислвН1Я импульеовъ ^1 связи /' и ^г связи 
Р лй пе[)вы11 актъ удара воспользуемся форяулаин (32), гд*!; окажется 

А ПОТОМУ 

Отсюда при ко^фшйснгЬ возстановленЫ б няходннт. по (39) окон- 
чнтельнмк скорости точекъ: 

А-(1 •\-1)8'т асо,«а 



10+71(1 +0(^10 — а::о) : 



•-■■т -^п (14-е) (.с» — а:,о)= 






;/'12 = .'/'1о+^1(1 + е)(;/,о — .'/и) -Ь ^1(1+81 = 6^: 
.'/'и = Уи+./1(1+е)(//го — /Ло) = х+^ол'!"!! "' 

307. Р'6'шен1е задачи объ )'дар11 въ пронзвольныхъ коорднна- 

тахъ. Когда положен1е снстены определяется пронзвольпыии координа- 
тами 7>(^=1, 2, 'I .V), то ход'ь р'Ьп[ен1я задачи объ удар* остается 

тоть же самый, только вычнслеиЫ будуть н'Ьсколько сложи-Ье. Пусть снова 
система подчинена ]с удерживающинъ свпзямъ: 

Л|?>, 0=^«; /:13>. = 0;.../»0/>, = 0; (40) 

а также связп неуд<'р;киваю1[11Ч1: 

Е^^^, /) >о. (4П 

Моменть ' прихода системы на связь, координаты снстены ^^„ для 
этого момента и скорости ^'^а, съ которыми система приходить къ связи, 
опред-Ьляютея совершенно также, какъ и въ нредыдущемъ параграф*. 
Истр'Ьча системы со связью будетъ сопровождаться ударомъ, если 
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Вместо уравнен1Й (о) б1|)е)1ъ уравнен!» Гамильтона (28) § 201: 









аначен1е сииволовъ тоже, что н въ ^ 201. Интегрируя ;1ти уравнен1я 
между соответственными пределами, вм1'.сто равояствт. (25), (2в) и (27) 
иолучинъ при анялогичныхъ обозначеншхг: 

такъ какъ иктргралы по врекени оп. разности 
ЬФ 



на основан|и определены мгновенныхъ еилъ (§ 149> безконечно налы. 

Составпмъ союзныя выражен1я для производиыгь -тт- и -^ • пред- 
ставивъ ихъ подъ такимъ вндомъ: 






(1Р _\1 'ЁР , 5^' 



здЪсь на основан!и (3) § 200 положено: 
К 

^■> -V г, »т . !>? _ V "*'' а 4- 
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Изъ уравнен!!! (42} т^мъ же нутомъ. какъ и раньше, приходиыъ къ 
ряду равенствъ: 



') = V^V»[^^/^I + ЛI^■Л; 



о^Д.. 



!■. 

N 



Изъ уравнен1Й (44) для имптльсовъ з{" и ^\. за первый акть удара 
снова находинъ выражен!я (32), гд4 Д будеть, конечно, уже опред'Ьлите- 
лемъ уравнений (44). Въ заключен!? при коэффи1иеатЬ возстановлен1я г 
ик'Ьеиъ равенства по (3) § 201: 

Л' * 

4=1 ?=1 ^^'"' '■''• 

.; = 1, 2, 3,...Л-; 

откуда скорости ^ц найдутся рЪшеюемъ линейныхъ уравненШ. 

ПримЪръ: Р11и111)1ъ задачу. 1Ю)|1'.щениую въ предыдущемъ параграфе 
съ помощью независниыхъ коо|>дпнагь. Координатами этими будутъ 
э?!, у\, 1р, если 

Хч^ х^^^Х сй$ Ч(\ У: = У1 "Ь ^ «'и <р- 

Живая сила Т въ.этихъ координатахъ выразится такъ: 

2!2'=2а;1'* + 2у1'2 4-2а;1'1р'/яш<(! -1- 2у1'<(!7 соху +/2 (р'2. 

Поэтому импульсы ^>1, ^'г, ^3- соотв*тствующ1е коордянатамъ Хх^у^, (р, 

будутъ: 

Р\ = '^x^■\-^^зт у; р^ = 1у1< -\-<^Ч сов % 
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Уравнен!!! яв)1з:е1пн системы до удара о связь: У1>0, напишутся 
трпррь такъ: 

.г'1 ^<1 -\-1 сох я; )/] ^ Ь ■ И; -^ =^ з. 

Ыяча.1ьныя скорости и координаты: 

x\п=^^У, ,'/'10= — ^; '-Ри'^^О. 

Уравнен!» л-ш нахожден1я )1япу.1ьса ,/1 реакцш связи на нервмИ 
акп. удара: 

Ри — Р\1) = --с'п -|- 'р1'1««а = 0; 

Ргх -- Ры = 5р1'(сол'а + 2/с = Л; 

Рз1 — ^'8о = '^ Ъ' -\~ ■'■■'и ' ■•''" а-\-к1 С0.1 а = 0. 

Прн атомъ уже принято въ разсчетъ, что у'и = 0. ОпредФ.ляя отсюда 
^1 , нн1;еыъ: 

./.=, ■'" . 

Уравиен1я для скоростей по окотаиЙ! удара при ко*||фи1цект* воз- 
ртановлеша с оудуП): 

7'п " ^'1о = -■'-''1: -}- '^^Ч 3111 а = О; 

Р:, - 1>„ = ^У\: + Т:'1 ».■. а + 2 ;■ = .7, (>+ «) = '^^* ; 

Рз2 — Ра = ^' Т:' "Ь -с'п ^-'"" а + у'к ^ сол я -]-/,- ^ со*'а ^ 0; 

откуда 

, к(1 -\-г)к'т аео,ч я , 

,_ ■2А:(1+ е)со,чя 

308. Изн'Ъиеи1е живой силы снстекы за время уляр&- Теоренн 
Сагво1:- Изс-л*дуемъ теперь, 1«1кг изменяется живая си.та системы аа 
время удара, причемъ ограничимся разсмотр'К^н^емъ лишь того случая, 
когда связи, какъ удерживаюш1я, такъ и неудсржнвающ1я, не зависать 
явно отъ вреиени, г. е. когда по (3) и (4): 



д! 
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Само собою разун+.етсл, что, если связи изменяются со и()еяенемъ, 
сказать что либо общее оСуъ и^м'Ёнонт живой силы сисгеиы нельзя, гдбъ 
какъ это нзиФ.нен^е будетъ завпсить отъ ипдивпдуальнаго характера изм*- 
нен1я связей. Итакъ, пусть соблюдены равенства (45), Обращаясь къ урав- 
нен1янъ (251, умкожяелъ ихъ соотвЬ'гегвенио на с'у! н складываемъ: 

Зп 3« к Зп Зп 

1=1 *=1 1=1 у=Г ^ >=]' ^'° 

Но по (18), (28) ц (45) вь нашенъ случае нмЬемъ: 






сл'КдователыЕО, если по (2) живую силу системы но окончаы1и иерваго 
акта удара означимь черезъ Тх и ириыемъ, что сумма 

3» 

^е'>1:;о=2.1, (47) 

изъ (46) выводимъ 

Г|--.4 = 0. (48) 

Новторяемъ тотъ жо ир1емъ только со скоростнни ^\о', найдемъ 
нм^сто (46): 

3» Зп к дп Ъп 

Такъ как'ь 

то, называя живую силу системы въ начальный ломентъ удара черезъ Т„ 
а по.1ьзуясь обозначен1емъ (47), изъ (49) выводит.: 
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Иначе по {3'2^ 



гд'Ь коэффшиентг. 



(50) 



(51) 



Уб1->диться въ томъ, что коэффиц^еигь, назвавпыв нами Д:^, действи- 
тельно положителен!,, можно или непосредственно, замечая, что Д симме- 
тричный определитель, или на оонован1и нижегл-Ьдующпхъ соображешй. 
Вычитая (50) изъ (48), им*емъ: 

Подставляя сюда вместо Т,, Т^, А нхъ выражешл, легко выводнмъ: 

3« 

Т, + П - 2.1 := 1 2 (;;, _ :;.)! = Т,, , 

>=1 

гд4 Гщ» такъ называемая относительная живая сила, количество су- 
щественно положительное. Итакъ вместо (50) ни1;емъ: 

.4 - Г, = - -1 7.2 Х-г = --. Г„ . (5-2) 

Складывая (52) съ (48), и доказываемъ первую теорему Сагпо*; 

Г, — Го = ~ ^ .7,^ А-г = — Т,о; (53) 

если связи системы не зависятъ явно отъ времени, то живая сила си- 
стемы за первый актъ удара всегда уменьшается. 

Обратимся теперь къ уравнек1ямъ (27); умножая нхъ соответственно 
ва ;'у1 и складывая, получимъ аналогично (48): 

В~Тх^О, (54) 

если 

2В=^Е;2Е'>1. (55) 

0,д11,^ес1ЬуСОО^1с 
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Уннозиш же на €'уг, найденъ аналогично (50) на основашп (35): 



ПО оЕон?ан1и второго акт 
■,еиъ: 

3» 



гд4 Г; живая сила системы по окондан1и второго акта удара. Вычитая 
изъ (56) выражеи!е (51), нм^еиъ: 



- ^^2^ к^ 



Следовательно, но (56): 

Тз - В = 1 .7,2^ ]с2 = Т12 . ' (57) 

Складывая полученное равенство гъ (54), доказываеяъ 'вторую тео- 
рему Сагпо!: 

Гз — Г, = -^ ^г2^ А' = Т1г ; (58) 

если связи системы не зависятъ явно огь времени, то живая сила си- 
стемы за второй акть удара всегда увеличивается. 

Ыаконецъ, складывая (5:4) съ (53), выводнмъ и носл'Ьдвюю теорему 
Спгпо( на основанш соогношен1я (36): 

Т2-Т,= ^кЦ^и'-^,^)=-^к^^,г^^-0); (59) 

если связи системы не зависятъ явно отъ времени, то за оба акта удара 
живая сила системы, вооби1.е говоря, уменьшается и только для удара 
вполне упругаго (е = 1) остается беэъ изм'Ёнен1я. 

309. Законъ колнчествъ двнж«111я в ааконъ юшентовъ колн- 
чеетвъ двнжен!я для игновенпыхъ еилъ. Положниъ, что на данную 
натер1альную систему, подчиненную какинъ-либо идеальнынъ связямъ, 
д^йствуютъ одновременно и конечный, и игновениыя силы. Тогда урав- 
неН1я двнжен1я какой-либо точки системы но (1), (2) и (3) § 187 можно 
написать такъ: 

«I. х," = Х,-\-^,-\- Ей ; щ у," = Г. -1- 1), + В„ ; 

т,г/' = г', + г:с-|--й„. 

ЗдЬсь {X,, Т{, ^() —приложенная къ точк* конечная сила, (;(, -^1, ^ — 
мгновенная сила, (.й,,, Л,„ .Е„) — реакфя связей. Проинтегрировавъ на- 
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иисанныя равенства за иреня д'ЬЦств1я мпшвенныхъ силъ, получинъ: 

1Н( ,*:/ — И1( х\„ ;= Е( -|- 5и ; 

т, у' — »н у'(о = Г, 4- *■(» ; (*И') 

»Чг,- — т^>\, = '^^ -[-.%,. 

Уд'Ьсь (Е(, Г(, 2()— импульсъ игновонной силы, (5ц, 5|^, ^'/(,) — иыиульсъ 
мгновенной реак1ин. Пнпульсъ конечной силы полож^'нъ раннымъ нулю, 
И:1ъ (60) выводнмъ: 

2»11!/1'-^»>,9,.' = га,--ТП,. = ]^Г, + ^8„; • (61) 

^ щ г/ - ^ », й.' = т, - т„ = У 2, + У «„ ; 

если еохранимъ прежнее ооознапен!? ТП (^; 187) дли количества движения 
системы. Три равенства (61) заменяются одниуъ геометрнческнмъ: 

(т)-(т.) = (дт.) = (*) + («). (в2) 

Ф означаетъ главный вектор1. ирнложеннмхъ импульсовъ. 6' --глав- 
ный векторъ иыпульснвныхъ реакц1й. 

Уравнен1е (62) выражаеть сойою законъ колнчествъ двнжен1я 
для мгновенныхъ силъ: геометрическое приращонЁв количества двнжен1я 
системы равняется геометрической сумм1; главнаго вектора приложенных^ 
импульсовъ и главнаго вектора импульснвныхъ реакцИ!. 

Когда 5^0, т. е. главный векторъ импульснвныхъ реак11111 равенъ 
нулю, тогда вместо (62) им1'.емъ: 

(ГП) - - (УПо) = {Фи (63) 

приращен!е количества двш1;ен1я скгтемы геомстрн чески равно главному 
вектору прнложенныхъ импульсовъ. 

Когда, кром'Ь того, и Ф^о или когда сунна (Ф)-}-(5') обращается 
В1> НУЛЬ, тогда 

(Ш)=(то), (64) 
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т. е. количеству дв1[жен1я системы не изменяется оп. прилоагенныхъ 

11ХПГ.1ЬС0ВЪ. 

Вм+.сто вектора Ж «о примеру {^ 187 молгеш ввести скорость центра 
ниерцЕи; тогда вместо (62) им1;емъ: 

(.№;,) - (Д^,;„) = (Ф< + (;*). (б.-!) 

Ж— масса систрны; ь^и и *'с — начальная и конечная скорости 1|,енгуа инерц1и. 

Само собой разумеется, что н уравнен1ямъ (63* и (6+) можно датв. 
подобную же. форму. 

Возьмемъ какой либо полюсь -■1{^"1. уд, ^-д); изъ (60) очевидны))» 
проооразованшмн 1юлучае.мъ: 

2^ 1», [г,' (у; -у.,) ■ - *л' (г; — г,)1 —У I»; |г'(„ {;/, — у_{\ — у\, (г^ ~ г, 1| = 

= V { 2,(У.-у.Ь-П(г-, - ^.) 1 +^ \!^и{!Н - Ул) - ■Ч(г, - г,) ] • 
Или 

о'^*' — а'А' = V*' + л^'". (061 

{('х'\ 0'^\ (/'/') означаеть конечный шавныЛ иоментъ количеств!, 
двнженЬ! системы; {.0^^\ (г^\ О'!'^) — начальный главный моменть коли- 
чествъ ДВ11ЖСЯ1Я системы; (Ь^*', Ь'^\ Ь'^') — главный момент-ь пряложопшхъ 
лмиульсовъ; (А^'*'. Л^'", Л^'*'; — главный моиенгь имиульсилныхь реакц1Й; 
ВС* моменты йерутсм око.10 полюса -4. 

Равенство (66) к два ему аналогнчныхъ, относяш.ихся кь двумь 
другимъ координатиымъ осямъ, приводяп. К1. следующему равенству гео- 
метрическому, дающему законъ момептовъ количествъ движев1я для 
31гиовенныхъ с иль: 

^0>^^) - {(,'."> = (Ав;") = (//") + (А">); (67 ) 

Т. е. геометрическое пр1[ращен1е главнаго момента количествъ движен1Я 
системы около любого полюса равно геоиетричее1шй сумык главныхъ мо- 
лснтовъ ирпложенныхъ импульсовъ и ннпульсивныхъ реакц|й относительно 
того а:е полюса. 

Когда импульсивный реакции не дают1. момента около полюса А: 
Л'-*'^0, тогда вместо (67) пмеемъ: 

(е"")-((г;") = (Ь'-",; (68) 

Т. е, приращеи1е главнаго момента количествъ движен!ч геометрически 
равно главному моменту приложенныхъ кипул11Совъ. 
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Когда, крои* того, Х'^' = 0, или когда сумма (Ь<*>)-\-{^<^>) = 0. изъ 
(67) получаемъ: 

(в'^') = {в'*); (69) 

главный номеить количествъ движенЕя системы ие иэм1;няется. 

По аналопи съ § 192 оба закона (6'2) и (67) иоакмъ соедиини. въ 
одннъ: система приложенкыхъ векторовъ, изобряжающихъ прпращснЕя 
количествъ движен1я точе1сь системы, эквивалентиа систем'Ь векторовъ, 
изображающихъ приложенные импульсы и инпульсивиыя реакцш. 

Когда система ве1ггоровъ, изображающихъ имиульсивнып реакцш. 
эквивалентна нулю, тогда система векторовъ, нзображающихъ ирнра- 
ш,ен|Я количествъ движешя точек'ь системы, эквивалентиа системе, изо- 
бражающей приложенные импульсы. 

Вместо системы векторовъ, изображающихъ геометрическ1я прпра- 
1и,ен!я количествъ движен!» точекъ системы, можно было бы сказать гео- 
метрическое приращен1е (§ Зэ) системы веююров'ь, изображаюищхъ коли- 
чества движен1я точект, системы. 

Какъ прим^ръ материальной системы, для которой система импуль- 
сивныхъ реакЦ1Й всегда эквивалентна нулю, можстъ служить твердое т*.1о 
{§§ 187 И 189), Но, конечно, и кром! твердаго тЬла можно подобрать 
много другихъ матер1альиыхъ снстемъ, для 1«)торыхъ указанное обстоя- 
тельство также будеть имЪть м4сто; такова наыр. система, лежащая на 
той связи, о которой говорится въ конц* {5 177. 

310. Начало Даланбера для нгповенныхъ еилъ. Представимъ 
себ4, что данная иатер1а.1ьнал система подчинена I- удерживающимъ свя- 
зямъ конечнымъ типа (1) § 169 и ^1 дифферен111альныиъ тина (1) § 174; 
пусть въ точкамъ (л'!, у|, г,) системы, имЪющимъ пассы т;, приложены 
силы конечныя (ДГ(, Т^, Я,) п мгновенный (?(, Гц, С,), д1;Иствующ1я гъ мо- 
мента т до момента т -|- 0. Уравнеи1я движонЬ! Лагранжа иерваго рода 
напишутся для такой системы но (I) § 197 такъ: 



1=1 ^-1 
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Проинтегрируемъ ати уравне1]1Я по времени за цронежутокъ Ь, вреия 
Д'ЬЙ<-,тв1я ыгновелныхъ снлъ; тогла получииъ; 

к к, 

1=1 ' )—1 

к ^ к, 

1^1 ' * У=1 

* к. 



(70) 






л, = I 1,(11; М^= [р-^сИ. 



Импульсы коне<1Ны.чъ снлъ за 1громея!утокъ времени О мы положили 
равными нулю (§ 149), Скорости и координаты системы въ моменгь х 
означены х^, !/(„, г,о, х\„, у'ю, г',^; скорости, соотв'Ьтствующ1я моменту 
т-|-в, означены черезъ х/, уЛ г/, ;{наконъ О отмечается, что въ соот- 
ветственное выражен|е вместо I, Х1. у\, 21 вставлено т, x^^, */;,. г^^. 

Равенства (70) умножаемъ теперь на возможны» вар1а[ци (§ 180) 
системы (йд:,, Ьу^, Ьг), соотв*тствуюш1я 110ложен1ю системы въ моменгь т, 
и сумиируемъ по вс^мъ ^шачкамъ: 

2^ )Щ \ (х^ ~ х\^ Ьx^ 4- (у/ — 1/'(„) 8у, 4- (г/ — г\^ гг^ ) = 
к к 

I 1=1 {^1 

если вспомнимъ обозначен1Я (15) и (16) § 180. Такъ какъ возноашыя 
вар1ащн подчинены услов1ямъ: 

В/; = о, В((|> = 0; 
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то изъ предыдущаго и выводинъ 01С01{чятвЛ1.но слЬдуюи^ее выраженхе для 
начала Далаыбера вь 11р11лояен!|{ къ мгнояеиимм'ь гилам'ь: 

]^ I [Е, - - », (х/ -^- .1-',.)1 г.т, + [Г, - »>, („,■ - г,',.)] »„, + 

+ |2,--,»,(-','-г',.)1!г,|=0. (71) 

Когда конечнмя свили явно врелеш! не содержать, а днфф(!1юн- 

шальныя однородны отногитольпо скорогтр(!, т. р. когда выполнены усло- 
В1Я (4) и (6) § 211: 

1 = 0; ^;, = «, (7-2, 

тогда воэыожныя вар1а1и11 совпадают-!, съ возможными нерсм'!;щрн1ямн. А 
потому для такихъ системъ М1л въ пран'Ь положить 

а.г^ = х'1, Ы ; Эу, = г/',„ Ы ; Ь-^ = ,г')„ 8^ ; 
или также 

Ьс\ = х/ 8^ ; г»/, = у^^ Ы ; Зг; = г-' Ы . 

Въ первомъ случа'1'. нзъ (71) получинъ: 

.1 -Г. = 1]^(=,.л. + г,г,',. + 2,«',.); (73) 

а во второмъ случае оттуда же 

г, - .1 = -1^(=,т,' + Г,;/,' + 2,..,'). (741 

Ид'Ьсь Т„ и 1\ — живая сила гистемы въ моменты т п --[-Й, а черелг. 
.4 означена сумма 

1 2] "'I {■•■: А. -Ь .'// 7/'и 4- ^^' АХ 

Если теперь сложить (7а) съ (741, то наЛдень 

г, - г. = I ^ I 2, (^.■,' + ,/,.) + Г, {!,,• + ./,.) + 2, (*,' + /,.) ; . (75) 

ЧТО составляегь раепространон1е на систему теореяы лорда Кельвина, 
пз.10женной для точки В'Ь § 148. 
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Изъ «ыраясен!я (73) и (74) можно было бы легко получить нервыя 
дв'Ь теоремы Сато1. Приложимъ напр. наши равенства къ первому акту 
удара; тогда правал часть выражеи!я (74) обращается въ нуль, такъ какъ 
изъ вырнжен1й для инпульеовъ реакц1и слЬдугть, что эта сумма равна 

при обозначен1яхъ § 308; с.1'Ьдояатр.1ьн(1 

Г, — Л = О. (76) 

Но тождествен нымъ преобразование мг. 

2Л = 7', + Го — 7',о. 

ест сохранимъ обозначен1Я цредыду|11,;\го параграфа. Подставляя отсюда 
въ (76), и нолучимг. первую теорему Оапю1: 

Т, — Т^= — 2\<, . 

11р|[И'(-,няя 'гЬ н:*' раасу;1!дони1 ко второму акту удара, вывсдои'ъ и 
вторую теорему. 

311. Теорема лорда Кельвина. ^а;].а'|у объ ударЪ системы ылн о 
ДЕЙСТВ!!! нмнульсовъ на систему можно свести па задачу о разыскан1|| 
п'Ькотораго минимума. Пусть связи ра;!сматрпваемон системы выполняют!. 
уе.10В1я (72), и пусть на систему, находнщуюгя въ поко^, — ^а это воя- 
молъпое кинематическое- состоян1е системы ({:; 211), — ^под11Йствовали н-Ько- 
торые импульсы (Н;, X^, 7.1). Тогда по (74), полагая, что х^', у1', г( скорости 
по окопчан1И д11Йств1Я импульсовъ, а ^:'^|,=Iу'^,^=2■'|„ = 0, имЪемъ: 

'Г, = \^К^^х^ ^Хо.1-! ^%г!). (77) 

11о.10жимъ теперь, что на ту асе покоящуюся систему подействовали 
н-Лкоторые друпе импульсы, и пусть точкн системы отъ этихъ импуль- 
совъ пр1обр1;ли скорости 

х;, }",'. -^^'■ 

Допустимъ при этомъ, что новмя скорости таковы, что 

^ (5, А7 + г, 17 + г, г;-) =^ (=, а-,'+ Г,,„'+ 2, г,'). (78) 
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Такъ какъ скорости Л'/, 1'Д ^х относятся къ числу возиожаыхъ, то 
иг. рлвеяств'Ъ (71) полагаем'1>: 

Ьх, = А7 6/; Зу) = Г/ И; 8г( = ^?|' И; х',^ = у',, = г",„ = р; 

II иолучаемъ: 

V т,{х; х; + 7, ,/,' + г; г,-) =^ (=, х; + г, V + г, г!). 

По (77) И (78) отсюда выводимъ: 

]^ т, (г/ х; -н у/ г/ -(- г; г{) = п . (тя) 

I 

Но тоаиественнымъ преобразовав [е»ъ 
если 

2Т. = У »,, ар + ]■" + г,''); 

2Г,: = ^ .«, I (Л7 - х,'Я + (Г/ - т')Ч- (Ш- г,Г I . 

Подставляя въ (79) находнмъ: 

Г; — Г1 = г,; > 0; . (80) 

т. <■. живая сила, кото1)ую получшт. система въ д11Нствнте.1ьностн оп, при- 
ложенннхъ импульсовъ. Лудеть наименьшею изъ вс^хъ тЬхъ живыхт. еи,ть. 
которыя сообщили бн систем!". ве(,'Во:1можные имиу.тьсы, выполилющ1е 
услов1е (78). 

Когда импульсы (Е;, Г(, 2() приложены ие ко всЬмъ точкамъ системы, 
а толым къ н1;когорым1., то услов1Ю (78) можно удовлетворить, если новые 
импульсы подобрать та|а, чтобы скорости ихъ точекъ п[)иложен1я оста- 
лись беаъ изи*цеп1я, т. е. ес.1и АУ^^л:/, Г;' = у1', 2;' ^ г/ для вс1;хъ 
тЬхъ точекъ, скорости которыхъ вход)ггь въ услов1е (78). 

ПримЪръ: Дв'Ь точки иассь Ш] и т^ связаны некзмЪняеиымъ стерж- 
немъ длины I. Точка »11 оа-ь н1'.котораго толчка начала двигаться со ско- 
|юсгью I „ , пернендику.1ярною къ сторкню. НаЛти иача.1ьное полоя!ен1е 
мгн овен наго центра. 
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Пусть начало координатъ совпадае'1-ь съ точкою т^ , я стержень ле- 
житъ на оси х-овъ. Тогди, если искомую координату игновениага центра 
означныъ черезъ Е, для живой силы систеим будеиь им'Ъть пыраженГе: 

■2Т = щз [т1&г _|_ щ^ (; _ /)г|. (8 1 ) 

Скорость точки т, 

у. = ю5. (8-2) 

Прия^няи сюда теорему лорда Кельвина, на долншы искать мини- 
хунъ функфи (81) при услов1и (82), НЛП, что тоже, минимунъ функщи: 

1>.гГш, + тгЛ — ^у1 ■ (83) 

Очевиднымъ р4шен1емъ будегъ: « = (, т. с. нгновенны!} центръ со- 
впадаегь со второю точкою. 

312. Теореиа ВеНгапЛ'а. Теорена лорда Кельвина сводить задачу 
о д'Ьйствш имнульсовъ на иатер1альиую систему къ разсиотр^ицю мини- 
мума нФ.котороЁ функдш. ИодоОнымъ образомъ теорема ВеНгашГа пока- 
зываетъ, что задача о д'Ьйств1к мгновенныхъ силъ на систему совиадаеть 
съ задачею о нахождени! н'Ькотораго максимума. 

Пусть на матер1альную систему, связи которой удовлетворяють усло- 
В1ямъ (72), поД'ЬЙСтвовали некоторые импульсы, и пусть точки системы 
(уп этихъ имптльсовъ нзм'Ьннли свои первонача-чьныя скорости х\„. у'ц,, г\^ 
въ друпя х-}, у1, г!. Наложимъ на систему иовмп связи; тогда наша 
система отъ д1;йств1я т4хъ же импульсовт, изъ того же начальнаго 
кинематическаго состояшя, т. е. ахъ того же положен1я и при т*хъ же 
начальныхъ скороетяхъ x'^а, у',,, г:\а, выдеть уже съ другими скоростями 
ХС, Г/, Д', Эти новыя скорости будутъ возиоя:иыми, какъ д-тя системы 
съ увеличеинымъ числомъ связей, такъ и для исрвопачальноП. Поэтому 
ирилагаенъ равенство (71) сначала къ первонача,1ьной снстомЬ, полагая 

Тогда цм-Ьемъ; 

^ »ч (х/ лу + гл' IV -ь в,' 2/) - ^ т, (л:,' х\, + IV у и + ^*- /,-Л = 

= ^(=.Х/ + Г.У/-Ь2,^/). 
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ЗагЬмъ равенство (71) въ П1)елположея1и (84) ирилпгаеиъ къ сигтрм* 
съ увеличениымъ числомъ связеН; получаемъ: 

^ я, (Х," + Г," + у.р-\ ~ ^ .я, (х; х„ + IV гл. + г:г„) = 

Вычитпл полученное выражен10 почленно нзъ (Но), находимъ: 
^ >», {X.! XI + ,/,' 37 + -',' У.П - ^ .», (ХП + Г," + 74^) = 0. (36) 
Но еели вноденъ обозначенш; 
■27", = ^ .«,(>," + ,,Г- + гП. 2Т, = ^ »„ (Л7' + 37' + г!'у. 

гг,, = ^ «„ ( (Л7 - а7)' + (37 " у;у+ (Д' —'/)'!. 

ТО сумма 

^ .», (А7 .«,' + 37 у! + 2,' г/) = ПН- г, _ г,.. 

А потопу нзъ (86): 

Т1 ~ 7": = Г,; > О, 

т. I'. 11р||5пвлен1е новыхъ связей при т]'.хъ жо импульсахъ всегда влс- 
четъ за собою уменьи1е1пе живой силы системы. Это и составляет!. 
теорему Негй-ашГа. Другими словами, станемъ разснатривать двпженй* 
системы поел!-, дЬИспИя нмпульсовп.. кань одно нзъ движенп) системы сп. 
увеличеннылъ чпсломъ связей; тогда изъ йезчнсленнаго множества этихг 
движеиН! система получить такое, ко1»рое дастъ ей наибольшую жпвуы 
силу при т11хъ же имнульсахт.. 

Прим'Ьръ: На а^очку .массы »«[, связанную неизмЬниыхъ стержнемъ 
I с'ь точкою массы ш- п находищуюси В'ь поко*, подЬпствовалъ инпульсъ 
А'; найти начальное 110лоя:ен!е мгновеннаго центра. 

Возьмемъ систему коордниагь ирим1'.ра § 311 и допустямъ, что н*- 
которая точка съ коордпнатою 3, лежащая па стержн* / или на его про- 
должеи1и закреплена неподвижно. Вращен!? около мгновевнаго центра. 
которое получигь въ действительное ги разом атриваемал система, можно 
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1'чнтать частнымъ случаеиъ указанныхъ выше вращенШ при соотвЬтгчиен- 
пошъ выбор11 положены неполвижной точки или прп соответственной 
координате &. Живая сила Т ири врлщоши околр неподвижной точки 
выразится такъ 

При чемъ угловая скорость т набдетсн и;1ъ |)авенсгва: 

ш{пн^'-\-т^А1-^}'\ ^Л", (48) 

выражающаго зависимость между номентомъ импульса около неподвижной 
точки и главныыъ иомептоиъ колнчеств'ь двпжрн1я системы около того же 
нолюса по закону (68). 

По теорем* Вег[гао(1'а система повернетси около того полюса, для 
котораго ЖИВШ1 сила (87) буд»^'1-ь наибольшею ири услов1и (88). 
■ Инмии сюваии на^^о искать наксимуыъ функц1и 

*■= щ г'+ш,(1 -О' =*■' 1 '"■ + •"= (' - т)'| • 

Сравнение съ (8.1) показывает!., что оба метода приводить кь одному 
и тому же результату: с^=/. 
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ДЬйств'к нгиовенныхъ силъ на твердое |Ъло. Соударвн1е твер- 
дыхъ тЪлъ. 

313. Д'Ьйств]е пгновенныхъ силъ на твердое т'Ало. ИрпнЪнпя 
въ твердому т1;лу эаконъ колнчествъ движен1л н занонт. иомевтовъ ко1н- 
чествъ движе111я д.1я нгновенныхъ силъ и заиЬчая, что для твердого тЬлп 
система иннульсивныхъ реакщй эквива.1ентна нулю, кэт> (63) и (68) § 309 
непосредствен во иы11ен1>: 

^т)~о^^^.) = ^Фу. (о»)-(е.»)=(7;»). (п 

За полюсъ взять центръ иперщи С тЬла; ТП — количество движения 
'г4ла; Ф— главный векторт. приложенннхъ имнульсовъ; в<'> — главный ио- 
мевгь количествъ движен1я т4ла; V" — главный моментъ приложенныхъ 
нннульсовъ. 

Ви'Ьсто (1) можно нанясать: 

лт,-т.„=Ф.; т,-т,,=Ф,; тп.-т,.=Ф.; (2» 
о';' — о'^~ ь':\ о';' ~ о'^ = ь';>; о'." — о'л' = ьт. (з) 

Написанныя равенства можно было бы получить изъ начала Далам- 
бера (§ 310), если для возможныхъ перем*и|,ен1Й твердаго тЬла взять вы- 
ражен!я (51) § 214 и затЬмъ приравнять нулю коэффпц1Рнты при неза- 
внсииыхъ вар1ац|яхъ Ьх^,...Ьт,. 

Уравнен1ямъ (2) можно дать форму: 

М{т; — л:'„) = Ф^ ; М{у; — у\,) = Ф, ; М(г; — г'„) = Ф, ; (4) 
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гд4 Л/"— масса твердаго "йша; (х,', у/, г,), (х'с, у'е», ^'с„) конечнаи и на- 
чальна]! скорости центра инерции. Отсюда легко определяется приращен1е 
поступательной скорости т*ла: (Гг) — (у,,). 

Уравнен1Я же (3) сдужать для нахожден1я прнра[иен1я угловой ско- 
рости '1^^ла. Въ разснатриваеный ыоментъ расположииъ оси коорди- 
натъ по направлен1ю главныхъ центральныхъ осей инерцш. Тогда по (13) 
II (и) § 256 уравненЬ! (3) можно замЬнить такими: 

.и^нр-р«)=^^'\ ^^^"^^-^>)=^»'"■, ■г.-ч^—^-,)=^/''\ (^) 

гдЬ .7^'>, ,/,''>, ^/'> — главные центральные моменты инерц1и. 

Уравнен1е центральнаго зллиисоида инерцш для взятаго моыента 
будерь: 

^^" х^ -\- ^/'> у^ -|- ^^^' г= = 1 . (6) 

Векторъ (Р — Ра, Я — ^^, В — Д„), служящШ геоыетрическииъ при- 
ра1цен1еяъ мгновенной угловой скорости ткла, параллеленъ пряной: 

-^ = У - ' . ,-л 

Р—Р« V — Уо~-К — -й„ ^' 

Направлен1е нормали къ эллипсоиду (6) въ точк'}^ встр'Ьчи прямой 
(7) съ поверхностью (6) определяется косинусами я. ^, ^, если 

а : ? : -^ = ^^^> х : .?/=> у : ^.<'> г = /,'«' {Р—Р:^ : Л'" ((? -(?.) : .//'> (В— К,). 

Сравнпвъ эти формулы съ (5), выводим!.: 

и : ? ; -^ = Л,<'' : ^,''> : Ь,'" . (6) 

Отсюда получаеиъ следующую геометрическую теорему: если къ цен- 
тральному эллипсоиду инерц1и провести касательную плоскость, перпенди- 
кулярную къ направленш главпаго момента импульсовъ вокругъ центра 
поверхности, то рад1усъ вешюръ точки касания будеть параллеленъ геоме- 
трическому нрирап1ен1Ю игноввиноЁ угловой скорости т{;ла. 

Особенно надо отметить тогь случай, когда первоначально тЪло было 
пъ поко*; тогда предыдущее построен1е зам'1;ппется сл-Ьдующимъ: если на 
покоящееся твердое т1>ло подействовали н'Ькоторые импульсы, то оно въ 
споемъ движенш около центра инерЦ1и яачяетъ вращаться вокругь рад1уса 
вектора той точки центральнаго эллипсоида инерц1И, въ которой каса- 
тельная къ иоверхности плоскость перпендикулярна къ главному моменту 
импульсовъ вокругь центра инерц1П тЪла. 
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УДЛП. ТВВГДЫХЪ Ч-ЬЛ1., 



гл. ь § 313. 



Гвнзь указаннаго построен111 съ тою геометрическою картиною, ко- 
торую далъ Ротяо( дли Эйлерова глучал враи[ен1н твердаго тЬда, ясна 
сама собою. 

Фиг. 122 




314. Центръ ударя. Пусть на покоящееся твердое '1"Ьло к,\> нено- 
двихною осью 00{ (Фиг. 122) «од-Ьйствовалъ пмпульсъ (=, V, 2), прило- 
женный къ точк* (й, Ь. с). Тогда, ес.»и пнпульсивпыя роашии закр151ыен 
ныхъ неподвижно точегь С н 0| означннъ соотв1'.тственно )., (х, м, ).1, (11, У[. 
то по (2) и (3) найдом-ь: 

П^= Л/^;;=Х-1-)ч-|- = 

т. = мг: = V -ь VI -ь / 

(/,'«> ^ ^ н,, (у, г' - 1, !/•) = гЬ- Хс - ^1\ 



(9) 



0Г = ^ш,{з-^ 



Г; 2Г;') = Ее — 2« -|- V/ ; 



-(/(^гЛ^Гя^ЕЬ 



М- -масса тЬлз; (--ра:!стол111е между точками О к О^. 
Направпмъ ОХ параллельно кратчайшему разетоянш меж,ту осью 
привеса и импульсомъ; тогда 

5 = и. (10) 

Если угловую ско]юсть гКла вокруп. ОО1 (»аяачимъ черезъ В, то 
получимъ для лыг'юй точки -гЬла: 

г/ = — I^у^ ; ;// = Еx^ ; г/ ^ О, 
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Поэтому вн^то (12) ии'^сыъ: 

-ЛЛЛ/, = Х-|-А,; (И) 

ДЗ/х. = ц+(1, 4-1Г; (12) 

0=V + V, + 2; (18) 

— В\т^г^x^ = 2Ь — 1> — (1/; (14) 

^~ Л ^ т, г, у, = — 2я -I- у^; (15) 

К ^ ,„,(л.,г + у,1) = В.] = Гя. (16) 

Раэсмотримъ уо.1ов1я, при которыхъ ось првв'Ьса не получавть со- 
трясен1я отъ ишпульса; другнин словаии, найдеыъ услов1Я, при которыхъ 
вс11 импульсивнил реакц1н равны нулю. 

Уравнение (13) даетъ: 2^0, что вт> соединенш съ(10) ноЕазываетъ 
иараллельность импульса и оси у-овъ. 

Изъ (И) выводииъ: 

>Л = 0; (17) 

цеитръ ниерп1н лежить въ илоскости, проходящей черезъ ось првв4еа и 
перпендикулярной кь направлен!» импульса. 
Исмючая Г изъ (12) и (14), находинъ: 

\ иг(г(Д;( — еМх^ = У т1Х,(г1 ^с) = О. (18) 

Подобным!, обрязомъ изъ (15): 

что въ соединенш съ (17) опять даетъ: 

^тф{г, — е) = (>. (19) 

Наконецъ ичъ (16) и (12): 
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Ксли введеяъ плечо ииерцш, полагая .Т=Мк^, то предыдущее ра- 
венство обратится въ такое: 

На основан1Н (33) § Зи1 впднит.. что 1Ч)чка а (Фиг. 122), сл-Ьдъ 
импульса Ф на плоскости 20 X. лежнп. на пен качйН1Й -(уь с'оотв'Ьт- 
(Угвующей оси ирив^са ООх. 

Итакъ, собирая вс« сказанное и оа-нЪчая точку ^, нроэкц1ю л на 
ОС*!, находимъ: для того, чтобы импульсъ не сообщалъ сотрясвн1л не- 
подвижной оси вращенш твердаго тЬла, необходимо, 1) чтобы импульсъ 
5ылъ пернендикуляренъ въ плоскости, содержащей ось привеса и центръ 
инерц1и тЬла, 2) чтобы ось прив'Ьса была главною осью инерндн для своего 
сл*да (точки ^) на нлоекостн, проходящей черезъ импульсъ а перпен- 
дикулярной кь оси прив'Ьса, и 3) чтобы иыиульсъ встр']1чалъ плоскость, 
содержащую ось нрив^са и центръ ииерцш, на оси качанШ. 

Точка встр'Ьчи иниу.чьса съ уиомянутою осью качак1Й назынаеп'Я 
11снтр011ъ удара ,мя в^штон оси ирив1',га. 

316. Соударен1е тверднхъ т1|лъ. Представимъ себ*, что два твср- 
дыхъ 1^ла, двигавшихся нроизвольныиъ образонъ, столкнулись другъ съ 
другомъ. Принонъ, что т1!,ча коснулись другъ друга только въ одной точкЬ, 
и что поверхности т1"^ъ шероховаты. Относительно силы трентя мредии- 
лагаемъ, что 

[) если 1'оонетцпческая разность лежду нроакцЫни скоростей совп»- 
дающихъ точекъ на общую касательную плоскость отлична огь нуля, 
т. е. если тЬла скольяятъ другь но другу, го сила трен1я Г равна прони- 
ведвН1Ю коэффищентй трен1я к на взаимную нормальную рйякц!ю Л'^гЬлъ: 

Г=кА\ (21) 

и направлена нранопротнвоположно этюй разности (для каждаш тЬла надо 
вычитать изъ скорости точки, ему прйна,11лежащвй, скорость точки другого 
тбла). 

II) если выигена.-1ванная рааность равна нулю, то сила трвн1я 

Г= Ь\. 1'д1'. Х< А-; (22) 

иаправлен1е же силы ^' »аран11е иепзв'Ьстио, а какъ величина, такъ и 
направление /" определяются из'ь топ.) условЫ, что тЬла не скользяп. 
другъ по другу. 

Плоскость, касательную кь поверхностянъ тЪлъ въ общей ючк^^, 
привемъ за плоскость ХОУ, я общую точку т^алъ за нача-ю координать, 
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нрнченъ точку пирваш 1'*Л8, совпадающун) 1М. О, нйуовемъ чсрезъ (>[ , и 
точку второго тки! че])езъ Оз. Ось ;-овъ. направинъ по общей цорма.1и 
внутрь пррваго т11лп и пусть Л' оэначаетъ проэкцш на 02 нор)1а.>11.но1| 
)1еякн1и второго тЬла на первое; тогда про»К1ця на 02 реакцш нервцп> 
тЬда на второе будеть ( — Л"). Цодобпыхъ образонъ, если проэк111и силы 
трен1Я ^^', д'Ьйстнующой н» перное гЬло, на ОХ и 01' будутъ Ря< ^\< I'»' 
|||ю:ж11И1 силы трен)я. лриложенно1| ко второму тЁлу, окажутся равнынн 

Означнмъ координаты цннтри ингрцй! и1'рва1\>г1;ла чгр»;:п. -(^ь уь -1; 
11ро.4КЦ1и скорости ;пч)й точки на оси координагь въ мом*'нгь начала уд;1ра 
череяъ М|„, ь'ю. и-,,,-, ироакщи скорости той Ж(^ '1ч>чки въ моменп. окончанЙЕ 
удара череяъ М12, ^[г, м'и; проэкцш тон же скорости въ 1и1кой либо мо- 
лон'гь I во время удара пусть будутъ «1, ''|, IV,. ]1роэцЦ1И на оси мгно- 
венной угловой 1-користн норваго гЬла въ гЬж'' моменты озыачим'1. 
Ам Ую. А' о; 7*12, У];, &12; Р^, (^,, К,. Масса ц(1рвиго тЬла, его мо- 
иентм и мроинведешя инерг^и около осри. п|юх(|дяц|,нхъ череет, центръ 
11нор]ии и параллельны \ъ ююрдинатнымъ. иупъ (1уд\тъ -1Л. -^ь И,. С,. 
1>1. А'ь >1. 

Гцотв'Ьтствснны» обо:1начени1 для второ]^) 1'1;ла будуть: координаты 
центра инерщн- аг;, у^, г^; иро^кцви поступательной скорости въ соотвЬт- 
гтвующДо номентм щ^, 0:о, "'ги; «ггт *'г21 "'гг; "г» ''г» ^^'2^ ироэкц1и игновеннон 
угловой скорости въ 'р1ике моменты /*;,., Ул, И:ч\ ^гг, Ягг, ^2г- ^г. Уг. ^^2'< 
масса ткяя, моменты а нронзведвн|я ннерщи нокругъ соотв'Ьтствующихъ 
осей--ЛГз, Лз, Вг, б'з, УЛ, Ь'г, /'г- 

Иинульсъ нормальной рсакцж .V :{а время оть начала удара до 
какого либо момента ^, иредшествующаго концу удара, означинъ че|)е;п> 
П. а имиульс1. силы трен1я ^'' за то же время черезъ Ф, т. о. 



\Ф: 



П = I .УШ ; Ф го1^ (Фх) = я^\1'^(И; Ф ео.ч' {Фу\ = Г = [ 1-\ 



Ж = Х,И ; (13 = ^', (1Г ; иГ = -*; (//. (й;!) 

Кслч тЬла 1-кользягь Д|)угь но Другу, и «т.т п-ометричепсам разность 
скоростей совиадаютихъ точект. образуеп, сь ОХ упиъ О, а съ ОУ уголъ 

- - " '). то ив 0''нон11111Н углов1я I и формулы (21) ииЬемъ: 

,^Е^ /г/Пго-уО; </Г= кЖпи^к (24) 

откуда 
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Если же скольженш н-Ьтъ. то по уеловш II и формуд1; (22) должно 
соблюдаться не1)авепство: 

(гВ)^ -\- {сП'\г <: Ь*(г/1Т)1. 126) 

Прилагая последовательно къ каждоиу т1'>.1у законъ колняоствъ двн- 
жвн1я и законъ моментов-!, количеств!. двпженЫ (§ 309), получаеит, четыр*- 
группы 1)аврнствъ: 

3/, С«, - щ,) = =;... 3/, ("■, - ,г^„) = П; (27 ) 

Л/=(М2 -"20)= с;...М,Ог, »■;„)= -П: (28) 

(29) 

■~Е,(Р1 -Р,„) -/^,(У|-У,о)-!-'Л№~/?,о)=?лН аГ: 

(ЗП) 

- Е: (Р: - Рю) - ^>: {^2 - ^г,) + С, (К, ~ Р,,) = ^^2^-У2^■ 

Зд^сь принято въ соображеН1е, что координаты нача.1а О относи- 
тельно центровъ инерд1Н будуть соотв+.тствевно — ^-1 , — у1. — гх или 

Составимъ отсюда выражен1е для слорости сжат1я 4, т. е. разности 
между проэк1иями на общую нормаль {02) скоростей точекъ 0| и О; 
сопрнЕасаю1ЦИ!(сн тЬлъ, а также выражсн1е д-тя скорости скольжен1я 
6, т. е. геометрической разности проакц1Й скоростей точекъ О1 и Ог на 
общую касательную илоскость ХОУ. По (18) § 67. если за угломъ в со- 
храяимт. прежнее значете (24), получаемъ: 

б соя Й = )([ — ?! Уг -{- У1 Р\ ■■ »: -|- ^2 V: - ?/; К; 1 

6ш1Й = VI — г:,Д1+г1Р, — г-;-|-з:гД;— г:Р:; 

(С = «■, - ?/, Р, + X, (^, - - н;, + »/п Р, -- Х2 Яг ■ 

Но, такъ какъ пъ формулахъ (27) --(30) всюду входятъ разнооти 
между скоростями во время ^ и въ нача.1ьный иоментъ, то п предмдтщ|я 
выражешя перспишекъ подъ такннъ видомъ: 

бсояб — б,С08в„ = М1 — г/|о— ^11^1 У1о) + 1/|(й, — Дщ) — "1-|-М2в + 
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6««в — б.5ш6„=У1- Г1„^а-,(Й1 — А',в)Н гг(Рг — РгоП 

<С-<!^. = "-1-»Ч0-У1{Р1-^'10)Н ^2№-Уго)., 

Оь поиощью уравнешм «'27) — (30) исклю^имъ отсюда разности 
"1 — "|0! "1 — ''■ю!-"': — "гол -^1 — ^*10' - --^г"" ^м; тогда найдемъ: 

6 со^в — 6о <?о.чО, = я 5+ /Т + рП; (31) 

6 .ч(н ') — 6„ *■(« е„ = / = + Я" + аП ; (3-2) 

(С — 4. = с= -1-31' -[- сП , (33» 

гд1 (I, Ь, с, О, с, /" иос'тояннын, зависящш оть ,ТЛ, .Л/г? -41. ■■■-^'и -^г.--- 
^^21 •'^ь У!--'^:. характернзующихъ положрн1е, форму гЬлъ и ралпред*- 
.1еи1е въ нихъ массъ. 

Для бол*е нагляднаго из1;.'1'Ьдован1я задачи воспользуемся въ даль- 
н'Ьйшемъ геометры ческим'ь иетодомъ КоиЬЬ'а *). (;>ь этою 11,11дью импуль- 
сиввую реакщю изобразнмъ точкою Г" съ координатами х=5, у=1', 2=1И. 
Въ тоиъ же пространств*, гд4 находится точка /', отм*тииъ два геоме- 
трическихъ образа — прямую п плоскость. Лрямая, определяемая уравно- 
н1ями: 

. б.см(»„-|-((Е-|-/Т + гП = 0; 6о**«^-(-/Н-)-6Г-|-дП = и; (34) 

носить название пряной иеско.чьжен1я, так'ь какъ изь (31) и (32) 
видно, что, когда точка /' лежигь на нш^ванной ирямой, 6^0, т. е. 'гЬла 
не С1«)льзягь другь но другу. Плоскоп'ь, опррд'Ьл немая урлвнентент.: 

(Е„ + 6= -{- ^Г -Ь <-П = о: (35) 

называется плоскостью нанбольшаго сжатии, чакь как-ь по (33), когда 
|)азсматриваеиая точка /' достпгнетъ этой плоскости, <С обращается въ 
пуль, т. е. взаимное сжат1е тЬлъ прюстанавливается. 

Ударъ тЬлъ, по аналогш съ предыдуп^нмъ, разбиваенъ на два акта: 
первый- -оть нача.1а удара до момента няибольшаго сжат1я (С = 0), вто- 
1)0Й — оть момента наибольшшч) сжат!» до кон11а удара. Относительно вто- 
{юго акта опять предполагается, что инпульсъ нормальной реакцш ТТ за 
этотъ авть равенъ имиульсу за первый актъ, умноженному на коэффи- 
Ц1енть возстановлен1Я с. 



*) ИвШ |1упат1сэ, Аг1. 315 - 331. 
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:)а1|)11.'нг.)| снача.1а разснотр'Ьн1еиъ нерпаго аш'а удара. Полохнзи. 
<-нач<иа, 'пч) в'1. нача1ьныв номснп. 1^.13 скользили одни по другому 
(в^ но равно нулю). Тогда въ нача.1^ удара по (24) и (25) вооПражаеная 
нами 1Ч)чк;| /' движется но некоторому грлнсу, определяемому уравне- 
ИП1)111 (24). Изъ (25) виднмъ, что таигсиеъ угла кагательной К!. :»Т(>му 
[■(■лису съ ОЯ равеиъ ко»фф1М11<?нту треН1и к. 

Д11ф(|)>41''Н1М1ру'1 П''1>вм11 дна уравярпи! (:1П и (;12). а также ио.к.- 
:пнг1. (24). находим'1.: 

^6 , го.ч Й — б ,■-». О (1Ь = 1,г1=.-\- /' '/Г + <■<! 1Т = 

(30 . 

=^ (_- /I,- со^ ь ■- Ьк «ш *) -}- ")''11 . 
И<-к.!1ючая отгшда г/Ц, получа>'МЪ (л^-дукниР!' у|)ав1гри!е д-ш ОII]и^т^■- 

ЛРН!!! :!аВИГИМ01ТН 6 отъ 0: 

г/5 __ (/ /ш/ 6 _ ,, _ 

6 г/о ~ ''" ~'^*"- 

_ д у;» о + с СОЛ' о - - ик сох^ Ь -^ Ьк >'Ы^ Ь - (к .-ип 20 

~ Исп><Ь- -р..тО+(»-- гпк.-<'тЧго.-<Ь- -"Дго.'«-20' '"* 

И[гт11гр[1]>Г11. кайдслъ нмраж1'111(' дли в в-1, вид'Ь; 

5 = Л'. ^'^'^). (38) 

гд11 А' 11рои:)вольна][ пигтонниаи. 11(1дсгапл)!я яти ;шпч1Ч11С для В В1. люЛое 
1131. урявнгн1й (Зв), 0ЕГ]1Г'д11Л1цп. П квадратурою аъ форм!.: 

И = К^т 4- А. (39) 

гд1'. /> иоваи и<1ст<1янна1[ приизвольишь Постоянкмл Л" и ^ опредФ.ляютг-я 

и:(ъ того услов1Я, что 6 = 6„, а П=;0 дли начальиаго значен!» Ь=:0„. 

|}ная в и Т1, и:|'1> (31) и (82) находииъ л и Г какъ функт'и в: 

= = ^(1)): Г = ш|б). (41)) 

Уравнение (39) съ (40) и изоЛражають собою искомый гелисъ. 
Итакг. Точка Г дпижотся н:п. начала коордннатъ ио назваыиоау 
пмису вр, томъ капрпвлснш. въ ко^юромг П возрастят., нока не оопа- 
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деть либо на плоскость (35) няибольшаго сжатш. дибо на пряную (34) 
нвскильженЫ. 

Ксли точка Г въ своемъ дн11Ж(^-н1и прежде всего нстр11тится ст. плос- 
костью (35). то зкачен1Я ея координатъ Н] , Г1 , П1 и дадутъ искомые 
импульсы ;ш первый аЕтъ удара. 11одстав.1Я]1 эти значенЫ въ ураБнен1Я 
(■27)— (30), мохемт. опред'1(лить, если желаенъ. кинематическое состояше 
^^VД'I, т. конц1-, перваго акта удара. 

Ес1и же точка 7' сначала встрЬтнтъ прямую (84). го она ножеть 
о«'тавить свою первоначальную траэктор1ю (гелнсъ) п начать двигаться по 
прямой несколкжеп1я; указанное обстоятельство случится тогда, когда 
прямая (34) образуетъ съ 0^ уголъ не б6льш1а агс1дк, какъ этого тре- 
йуеть услов1е (-26). Если же угалъ прямой нескольжеН1я съ 02 Йольш»' 
^п■е^д к. то дальн1;йше(! Д1шжен1е точки Г пойдеть по пврвонача.1ьному 
Г'^тнст. Другими слонами, тогда мм продолжаемъ пользоваться формулами 
(.49) и (40), прнчеиъ може^п. случиться, что скорость скол1.жешя 6 (38), 
перейдя чере:п. нуль, 11зм1-.инть свой знакъ; въ этонъ посл^днемъ случа!-. 
у№лъ О изменится на О -|- л вь формулахъ (24), а слЬд. и въ (39) съ (40). 
Импульсы за первый акть удара опять опред-Ьлятся. какъ координаты 
точки встр'Ьчи прямоЛ нескольжен1я пли гелнса съ плоскостью ияиболь- 
таго сжат|я. 

Импульсъ Пг по окончании второго акта найдемъ, умножая импульсъ 
И] на 1 ^-е. При этомъ опять придотсн изсЛдовать, дойдоть ли точка 
/'до высоты 1Т1(1-|-г) надъ плоскостью ХОУ по гелису или по пряной 
пескольжеп1я. если гелисъ пересЬкается съ этою прямою выше плоскости 
435). Въ зависимости оть результата нзслЪдован1я, окончательные инпульсы 
Н;. 1*2 силы треи1Я найдутся, какъ координаты х, у точки съ координатою 
1=:]Х1{1-\-() на гелнсЬ пли на пряно)! нескольжетя. Подставивши зна- 
чг'нЬ| =2, Га, П; въ уравнен1Я (27)— (30), оцред-Ьлимъ оттуда «п, (г^, (Ь'к. 

"22- »'г21 "-'22. Рц. ^12! ^12' ^22- ^22- ^22 " СЛ'ЬД. р^ШИМЪ ВОПрОСЪ О 

движении Нлъ послЬ удара. 

Изложенный пр1емъ р-Ь|[1еН1я задачи не шднтся, когда скорость скодь- 
;г.-0Н1Я в не м-Ьняетт, своего наиравлетя. т. е. когда 

1) = со».-1. =Ь,. 

Ни в-ь таконъ случа+. и;)ъ (24) им'Ьенъ: 

С0.1 'I. л)и (*, 1 
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т. е. траэктор1ею точки Г служить пряная: 

3 = — кХ1 сок Чо ; Г = — кЛтп в. ; (41) 

образующая съ 02 уголъ, 11авныП те1дк. 

Уголь Ь ножеть оставаться постоянныыъ только тогда, когда (/') = и, 
что по (37) приводить насъ къ услов1ю: 

а сов е, — с .VI» в„ -|- (« — Ь) /■ .чш в„ СОЙ &„ — /■/■ со.^ 21о = о. ( 4-2) 

<}ан'Ьтинъ. что, когда наиисвыное услов1е соблюдено, иряман (41) 
всегда встр4чаеть ЛИН1Ю не1:кольжсн1я (34), н слЬд., если уголъ пряной 
(34) съ 02 не больше аге1дк, точка Г ножегь сь пряной (41) перейти 
на (34); въ противномъ же счуча*, если уголъ пряной нескольжен1я съ 
02 больше агНдк, точка Г поел* встрЬчи съ линией несколькен!» пой- 
деть по пряной: 

ураввешя которой получаются нзъ (41) зам1'>ною Ь„ на в„-|-п. 

Наконецъ, если нача.1ьное значен1е 6о нуль, то съ сянаго началь- 
наго нонента точка Г лежитъ на лин!и ш'скольжен1я и сл1.д. опять она 
ножеть двигаться либо по этой прямой, либо по г(«лису. которые въ ня- 
стоящемъ случае обращается въ прямую (41), такъ какъ изъ (37) при 
6, ^ О вытекаетъ для 9„ услов10 (42). 

Ирим'Ьръ: Два эллипсоида съ полуосянн Яь р1, уь О;, ^г, -^г уда- 
ряются другъ о друга концами своихъ полуосей ^1 и -^2. При првжнпхъ 
обозначен1яхъ коэффищентм а. Ь. е. ^. р, /' будуть: 

'-ж + к' <>=<■='■=<'• 

Плоскость нанбольитго сжат1я (35) лерпевдикулярня 1сь 02: 

€. = еП. 
Пряная нескольжен1Я параллельна 02: 
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Уравнвв1е (37) ии'!Ёе1'ъ видъ: 

Интегрируя и определяя постоянную, получаемъ 

( зт Ь \*^ ( со8Ь \~^ 

Услов1е (42) неизы'Ьнности направлен1я б, скорости скольженш: 

а = Ь, 
т. е. 
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Геометрическая производная 31. 

производная систе- 
мы векторовъ 35.36. 
„ статика 224. 

('еометрн чос1;1Й ннтегралъ 34. 
1'ео метрическое вычитан'ш 4. 
равенство 1. 
еложеп1е 3. 
1'ерполод1я 276. 
' Гесечвъ случай вращен1« твердап) 

г^..^1а 295—297. 
; Гессъ (Неза) 295. 
Г11ра1нониый зллипсовдг 163. 
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1'ириско1ГЬ гимметричнын 284. 289, 

■мю. 

сфериче1-К1П 287, 288. 
Г.1авная ось ннерц1И 162. 165, 

функц1)1 243. 244. 248. 249. 
1\1ав11ып вектор-1. 16. 
„ ложчпч. 17. 
I Ч-дографъ 31. 48. 
Г(0Л1.де1П. (01|И|!1) 15Н. 

Даламберъ ('1 А1етЬр1Г) 208. 303, 

310. 
Да|н1у (ВагЬоих! 28[. 
Движен1е 38, 

,. а6со.1ЮТНое 79. 82. 

врапштсльну 59, 

обращенное 56. 

относитольноР 79, 82. 

нпраллрльцо плоскости 59. 

неренпснор 79. 82. 

поступательное .^Я. 

прямое 56. 
.[.пффг'ротйальныя связи 174. 
Диффер. уравнен|я движен!!! |'м. 

ураВ1(РП|Я ДВИЖСНЙ!. 

.Чиффер. параметръ перваго порядка 

112, 171. 
,1онкик'ь (Оолкш) 201. 
.1-Ьйств1Р 1'анильтожшо 207. 

„ Лаграшкстю 208. 254. 
Действу юпйя силы 203. 

Сдипн11а в1К'мГч1К 37. 
,, .хлины 37. 

Жнваи сила 109, 151. 196, 200, 
„ песвободнаго твордпш 
тЬла 264. 
„ . свободнаго твердаго 

т^.ла 255 - 258. 
ЖтвоврК1Й Н К. -292. 



I Законы Ньютона 88. 89, 90, 

1 Зпконъ д-Ьйств^я и протяводЬЙетв! н 

90, 
„ ЖНВ011 силы 109. 151. 194. 

ннор|цн 88. 

колнчсетвь движр.Н1я 187. 

192, 309. 

моментов-!, колпчествъ дви- 

жешя 103, 189,-192,193,309, 
_ параллогрямма снлъ 89. 

сохранршя моиентовъ коли- 

яествь двнжен1Н 190, 
„ сохранпнп! центра инерцш 

188. 
„ сохранен1Я энерпи 195. 
,, центра инерцш 187, 192. 
;18Круч11ван|е поверхноггн 73. 74. 

И^пкТь поверхности 73. 
Из)[11иен1е .|вижен1н 86. 
Иннульсг РИЛЫ 147. 
Инвар1анты системы векторовъ 19. 
Инерцм! 88, 130, 140. 
Интегралы дви;кен1я 94. 

количествъ движсн|Я 188. 

нонентовъ количествъ 

,[кижешя 190. 
„ площадей 105. 106, 107. 

19(1. 
Ннтстрм'ь ;К11В0Н гплы 110, 128, 
133. 144. 19.^ 

Каноническ1Я уравненЫ 201. 
Кардановское движен!е 60. 
Карно (СягпоО 308. 
Квадратичный моменп, 1.59. 
Кельвиш. (Ке1т1п) 148, 253. 311. 
Ксплеръ (Кор1ег) 54. 
Кинетическая энорпя 109. 
Кинетичсскте фокусы 207, 208, 2й4. 
Клейвъ (Кк'Ш Г.» 300. 
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Ковалевская С. В. 29и, -293. 
Количество движвк1я )^6. 
Конечный уравнения движен1я точ- 
ки 40. 
КоиичесБ1Й лаятннкъ 129. 
Консервативныя системы 195. 
Координаты вектора 2. 

„ винта 226. 

„ приложенлап) вектора 

7, 13. 

системы векторовт. 1 6. 
П, 18. 

„ тверд81'о т1»эа 57. 

„ точки. 39. 

„ млицтичсск'ш 164. 

1ъор1олкеъ (СогюИз) Й1. 
ЕСоэффи1иенч'1. возстаи<1влон1я 1.50. 

306. 
Кривизна геодозическап 126. 

Лагранассво д'Ьнств1е 208, 2т. 
Лаграняовы ур&внеН1я движен1я вто- 
рого рода 198. 
„ уравнен[я движен1Я пер- 

ваго рода 186, 197. 
.[агранжевъ случай враш,ен1я тяже- 
лого твердаго тЬла 284 — 289. 
Лагранаа (Ьа^гап^'е) 186. 198. 213. 

246, 271, 284. 
.1апласъ (1|ар1асе) 190. 
Лин1я геодезическая 126. 
„ цепная 221. 

РШакъ-Кулдахъ (Мас-СаИа^!!) 27а. 
Масса 85. 

Л1атер1альная точка 92. 
^Маятникъ Еоничесшв 129. 

„ натематичесшй 136. 

„ физичесБ1Й 301. 

„ Фуко 146. 
Мгновенная ось 64. 



Мгновенная уг-ювая скорость 64. 
Мгновенный центръ 70. 
Мгновенныя силы 149. 
Мёб1усъ (М0Ьш8) 27. 
Многоугольникъ стержневый или 

ннтовый 217 
Множитель связи 122. 194, 185. 
„ системы совокупныхъ 

уравиен1Й 284, 235. 
Моменть вектора около оси 9, 10, 12. 
„ вектора около полюса 8,11. 
{ „ времени .37. 
' „ инерцй! 160-166. 

, Кячплн 202. 

1 Нача-10 возможныхъ перемещен! н 
I 204, 213, 214. 

I „ Гамильтона 207. 

' „ Гаусса 205. 

I „ Гвльмголыиа 2У9, 

I „ ДаламЙера 203, 303, 310. 

„ наииеныиаго л1-.й(тв1я Лаг- 
I ранл:а 208, 

I „ наи.ченьв[. отклонены 205. 
I Незавш'ялыя координаты 198. 
1 Неизменяемая плоскость ■ 90. 
I Некрасовъ II. А. 296. 
! Неспойоднаи натср1а.'1ьня11 система 
; 167. 

„ матер)а.>1ьн, точка 118. 

! Нутац|я 65. 

I Ныотонъ (Ке«(ои) 54, 87. 88, 89. 
I 90, 116. 

I Обобщенная сила 197. 
! „ скорость 47. 

Обобщенный импульсы 200. 

Обращенное движвн1е 56. 

Окольный путь 205. 

Орбиты центральныя 97. По, 116, 
117. 
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Ос1. винтован 68. 

„ дицамнческоп симиетр^и 257. 

^ качянШ 301. 

_ конечнато враи[ен11< 61. 

ц мгновенная 64. 
1>гиосите,1ьная скорость 80. 
Относит<'лг.ное движен1с 79, 8-2. 
ус1;орон1Р 81. 

Паннусъ (Рарри.ч) 1Л8. 

Параболичрркая Н'Ьпь 222. 

Пара векторовъ 2о. 

Первый законъ Ньютона 8н. 

Иерем'Ь1цен1в точки 41. 

Переносная скорость 80. 

Переносное двнжен1е 79, Н-2. 
„ ускорен1е 81. 

Плечо ннерфи 163. 

П.юская система векторовт. 29. 

Плоскость Лапласа 190. 

„ непкх^^няеыая 190. 

и.11>тиость 85. 

Поверхности рявнаго д11ЙствЬ1 253. 
„ уровня 112. 

Поворотное ускорен1е 81. 

Погоннап .ЧИН1Я 46. 

П0Л0Д1Я 276, 283. 

Положены равнов'Ьс^я 204, 211. 

Понселе (Ропсе1еО 23. 

Посл1'.дк1Й мнозснтель Лкоби 236, 
237, 238. 

Поступательная скорость 63. 

Поступательное движете 58, 
„ ускорвН1е 76. 

Потелц1а.1Ьная функц1Я 110, И 1. 195- 
„ энерпя 110. 

Потерянныя силы 203. 

Првцесс1Я 65. 

„ нсевдорегулярная 300, 

„ регулярная 300, 

ПриложенныВ векторг 6. 



Произведение ннерц1н 162. 
Производная геометрическая 31. 

„ но яапрявлеа1ю 113, 

Пр(1:^кц1н геометр. н|1онзводной 33, 

I ■ «• 

,. скорости точки 42, 43. 

63, 64, 66. 68, 69, 70, 

„ ускорен1Я 50. 52, 76, 77, 

Пряное движен1е 56. 
Пряной путь 205. 

Пряыонротивоположные векторы 6. 
Прямопротивоноложныя системы век- 
торовъ 24. 
Пуансо (Р01П301.) 272. 277, 280, 282, 
Пуаесонъ (Ро1наоп) 240, 241, 242. 
Путь ОКОЛЬНЫЙ 205. 

Работа си.1Ъ 109, 185. 
Равенство геометрическое 1. 
Равнов*С1(! нитей 217—223. 

„ тяжелаго тЬла 214. 

Разложение вектора о. 

„ двнжен1Й 84. 

РеакцЫ связи 122. 124, 184. 
Руть (КонЛ) 815. 

Свободная матерхальная система 167. 

„ иатер|яльная точка 95. 
Гвязи идеальныя 122, 184. 

„ интегрируюниясн 175, 267, 

268. 

неннтегрнруюицяся 175, 197, 

267, 268, 302. 

неуД0рЖНВ|ШЩ1Я 118. 121. 

177, 185. 
„ твердаго т^-ла 267. 268. 

удерживяюиия 118, 119,121» 

169, 172, 173. 177. 
Сила 87. 

Силовая функ1ця 110. 
Силы д'Ъйствующ1Я 203. 
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Сим ннирц1и 203. 

мгновенныя 149. 
„ потеряпныя 203. 
Сильвестръ (5у1уез[.ег) 2НЛ. 
Оиннетричны!) гироекопъ 2Я4, ЧИП. 

300. 
Система векторов'ь 16, 17. 

„ материал 1.ных'1> ■1Ч1Ч1!К1> 152. 
„ параллельныхъвектортвъЗО. 
Системы векторовъ :)квива.]ентныя 
яу,1Ю 24, 
„ консервативны)! 1Ц5. 

Гкобки Пуассона 240. 
Гко|юст1. абсолютная Ч». 
„ вра1цат<мьна)1 (>4. 

(лнисннял) точки 41. 
обобщенная 47. 

^ 1)ТН0СИТС.1ЬНШ1 80, 

переносная 80, 
„ поступательная 63. 
„ сектор1а.1ьиап 47, 104. 
„ угловая 47. 

<.иошен1е геометрически!' 3. 

Случай Бобылева-Стеоови 298. 
Ко1!а.1евской 290-294, 

(Топряженныл вра]и,йН1я Дарбу 28]. 

Ооставляюпи(> векторы 5. 

Оостввляю1Ц1я скорости 44. 

Соударен1е твердыхъ т1;лъ ЗЬ'». 

Союзный выражения 200. 

1>ге101ивъ В. А. 298. 

Огепенн свободы 19Н. 

Сгр*лка 49. 

ПферичесюП гнроскоиъ 287, 288. 

■ ангенщнльнои ускорен!е ■>]. 
Танненбергъ (ТаппепЬеРй) 292. 
Твердое тЬло .56. 
Товдество Пуассона 241. 
Точка матер!альная 92. 

тяже.1ая 96. 100, 145. 



1 Траэктор1я 40. 
! Трен1е 137--142, 229—232. 
Трет1Й закон1> Ньютона 90. 

I Угловая скорость 47. 

! Углы Эйлеровы 57. 

. Ударь системы 306, 307. 

I „ точки 150. 

I Уравнен1Я Гамильтона 201. 

! _ движ*'1{1я иесвободна!^ > 

I твердаго тЬла 26.% 266. 

! 269, 304. 

I „ явнжешясвобО,и1аготвер- 

! даго тЬла 260—263, 304. 

I . ;1вижен1Я точки 93, 123 — 

! 126, 132, 138, 14.3. 

,. движен1я системы 181 . 

I 186, 197, 199. 236. 237. 

„ каноннческ1я 201. 

„ .1аграшка вто|)ого рода 

198. 
! _ . 1агранжа ш-рвшч) рода 

! 186, 197. 

' „ равнов'Ьс1я 212. 

„ совокупныя Якобн 199. 

' Ускорен1е абсолютное н1. 

_ вранштельное 76. 

' _ относительно!' и!. 

I „ неревосиое 81. 

I _ поворотное 81. 

I „ поступательное 76. 

' „ тангенщальное 51. 

I , точки 49, 76. 

„ угловое 76. 

„ центростремитачьжж :»1, 

77. 
Устойчивость равнов1;с1н 216. 

Физичесшй наятвнкъ 301. 
Фокусы кинетическ1е 207, 208, 2.'>4. 
Фуко (ГоисаиН) 146. 
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Функ1ия главная 243, 244, -248, -249. 
„ потензцмьная 1 1 0, И 1 . 1 ^■^. 
^ силовая 110. 195. 

точки 112. 

характерттнчсская 246, 

252. 



Цвлиндроыдъ Во.1ла 22Н. 
Цепная лин1я 221. 
ЦЪпь параболическая 222. 

Частное ди1|)ф. уравнен1е Якоби-Га- 
мильтона 245, 250, '251. 



Характеристичмкая функция 246, | Шаль {С'11а81е8) 27. 



Центра.1ьная ось г.нстемы векторовг 

20, 21. 
Центральныя орбиты 97. Но, 116, 

117. 
Центроиды 71. 
Центрострвмите.1ьж1е ускорен1е 51, 

77. 
Центр!, ннерцхи 153, 158. 
„ конечнаю вращвнЫ 6]. 
« иасеъ 153—158. 
„ игновеыный 70. 
„ удара 314. 
ускорешй 78. 
11ИКЛ0ИДЙ 134. 142. 



Якоби (ЛасоЫ) 191. 199, 236, 242. 
245, 289. 

I Эквивалентные векторы 6. 

. Эквивалентныя систеаы векторов'ь 

I 2<- 

I Эллинсоидъ гнрацюнныа 163. 

„ иыер1ик 162. 
; Эллиптические интегралы 135. 
I Элли[1тичоск1я координаты 164. 
„ функщн 136. 

Энерпя 110, 195. 
Эйлеровъ случай вра1це)11л гвердаго 

тЬла 270—279. 
Эйлеровы углы 57. 
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